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第 一 章 “” 正 交 变 换 与 仿 射 变换 


本 登 首 先 阐明 正 交 变换 的 概念 , 然后 在 欧 氏 几何 的 基础 上 , 建 
立 仿 射 变换 的 概念 , 着 研究 在 仿 射 窑 换 下 图 形 的 不 变性 质 , 最 后 介 
绍 儿 如 特 萄 形式 的 仿 射 空 换 皮 其 性 质 . 


81 点 变 接 
在 讨论 具体 的 变换 之 前 , 在 这 一 节 里 , 先 说 表 一 些 一 般 变 换 的 
1.1 点 变换 的 定义 
定义 上 1 设 闵 与 你 是 两 个 集合 ， 如 果 有 一 个 法 则 2， 遂 过 
它 对 于吉 中 的 任何 元 豆 民 ,能 得 到 m' 的 一 个 唯一 元 素 型 ， 则 wp 
机 做 现 到 rm 中 的 对 应 , 记 为 5: 型 一 下 或 对 一 六 (有 ). 
这 时 形 叫做 亚 在 对 应 更 之 下 的 象 ， 并 县 友 过 来 逆 果 做 虹 在 
对 应 多 之 下 的 原 象 . 
定义 不 2 设 有 集合 nm 到 集合 ww 中 的 对 应 mw， 部 果 在 gp 之 
下 ,m' 的 每 个 元 素 六 "都 有 原 象 ， 即 在 澡 内 必 在 在 基 个 元 素 于 ,使 
得 型 = 的 ( 弄 )， 则 对 应 史 叫 做 交 到 征 上 的 对 应 ， 
定义 1.3 设 有 集合 球 到 集合 加 上 的 对 应 w， 如果 在 多 之 下 ， 
mw 的 任何 两 全 不 同 的 元 案 型 与 开 : 的 象 阳 必 是 不 阿 的 , 即 当 双 ， 
闷 寻 时, 攻 有 PC 开 和 p22)， 则 对 应 虽 则 找 轴 与 wm' 之 闻 的 一 
一 对 应 ， 
例 1 xm: 12.3 
7 2 
P0222， 其 中 a 让 只 的 任何 元 者， 7 是 一 个 集合 由 到 集合 内 


人 


中 的 对 应 ， 

例 2 mw 与 mw 分 别 与 例 1 同 . 

Pp: 1->2 

a—>24 一 2, 其 中 9=2,3,4,e 

罗 是 一 个 集合 mm 到 集合 m' 上 的 对 应 ， 

例 3 mx 与 m' 分 别 与 例 1 人 乞 . 

9: 9->24, 其 中 4 是 叉 的 任何 元 素 , Pp 是 一 个 集合 名 与 集合 
mw 之 间 的 一 一 对 应 ， . 

在 以 上 定义 里 , 如 果 集 合 名 与 集合 wm 等 同 , 则 所 定 义 的 对 应 
古 做 变换 , 即 有 以 下 定义 ， 

定 父 1.4 一 个 集合 名 到 mn 中 (上) 的 对 应 叫做 mm 中 (上 上 ) 的 变 
换 ， 一 个 集合 t 与 机 间 的 一 一 对 应 叫 散 各 的 一 一 变换 ， 

以 上 提出 了 一 般 变换 的 定 多 ,如 果 吉 是 点 集合 (当然 观 也 可 以 
所 禽 平 面 内 的 所 有 点 ), 则 定 多 1. 4 里 的 变换 叫做 点 变换 ， 以 后 除 
特别 声明 外 , 本 书 中 所 说 的 变换 皆 指 点 变 搁 ，, 


1.2 交 换 的 羔 积 

设 有 (点 ) 集 各 品 ， 它 售 有 元 素 加 名 22 六 是 本 
的 一 一 变换 ; x' 二 p(tz), 以 后 所 说 的 变换 皆 指 一 一 变换 ， 并 县 将 z 
二 (ZY) 也 写作 z= 二 zx， 并 简称 为 变换 名 - 

又 设 有 两 个 变换 pu px， 如 果 对 于 8 中 的 任何 元 素 zs， 有 zpi 
一 2gs 则 稀 gp 与 ps 相 馈 ， 记 为 1 二 pz 
， ”有 些 变换 可 以 分 上 几 步 通过 其 他 变换 而 得 到 ， 这 就 需要 变换 乘 

积 的 概念 . 

定 允 15 设 wops 是 集合 号 的 两 个 变换 ， 如 果 对 于 中 中 的 
任何 元 素 mm 先 通 过 g 1, 再 通过 ya 而 得 到 z , 即 记 = 了 pi ?二 Xp 
则 所 得 到 的 如 的 新 变换 pp: x 一 x 咀 拔 已 知 变换 pi 与 ws 的 乘积 ， 
,站 -加 皇 ， 


记 为 
如 二 多 1s (1.1) 
由 定 区 11.5 可见; 对 于 总 里 的 任何 元 素 立 有 


rt{wpa) = (PP 
外 十 


又 我 们 把 pp 记 为 92, 把 p99 记 为 op". 
注 : 设 wo, 是 3 到 有 的 对 应 , ps 是 Ss 到 5 的 对 应 , 则 与 定 
必 1.5 类 要 ,可 以 一 般 好 规定 wi 与 z 的 乘积 opa， 空 是 一 个 咏 : 
到 Ss 的 对 应 . 
木 难 验证 ， 两 个 变换 的 乘 珊 与 它们 的 顺序 有 关 ， 即 一 般 地 ， 
和 P! 四 : 夺 罗 :P11， 这 就 是 说 ， 变 换 的 乘法 不 满足 交换 律 ， 但 有 以 下 定 
吾 ， 
定理 ”变换 的 习 流 漠 足 结合 律 . 
证 明 该,,g2, FV: 是 集合 妨 的 三 个 变换 ,需要 证 明 
Pips) = CHP2) Fs 
对 于 马 中 的 任何 元 素 z, 由 (1 1) 有 
x[@ (Papa) = (xp) (Papa) = Lrp pps 
ztp gp) p= [Lr mp) P= [rp Paps 
所 区 Ppa) = (PP) ps 


1.3 ”和 恒 等 蛮 换 与 道 变 换 
定义 .6 设 有 集合 5， 则 使 得 态 的 任何 元 素 都 不 变 的 变换 
叫 散 及 的 便 等 变换 , 恒 等 变 换 记 为 e, 
由 定义 1.6 可见 ,对 于 六 中 的 任何 元 素 2 有 
Te 二 i. 2) 
又 对 于 任何 变换 p 有 | 
Pe EP =p (1.3 


因为 
{PE) = (APE TP 
xep) (re) pt 
所 殿 
pe 一 # 几 二 的 
谈 有 集 台 六 的 一 个 一 一 变换 ;x 人， 加 态 的 另 一 个 变换 
人 D2 商检 的 递 灾 换 ， 由 这 个 定义 可 知 ， 也 是 yp 的 道 
变换 ， 
下 面 的 等 式 成 立 : 
名 -1 一 多 
因为 由 上 面 的 定义 可 知 
zp ) = (rp rg! = 
{p= ppt ==—2e 
所 以 名 和 一 六 p= 
广 : 也 可 以 取舍 . 4) 式 作为 逆 变 换 的 定义 . 


ip=£ {1, 4) 


习 题 
1、， 没 ga", Pp， 是 集合 态 的 任何 % 个 变 蜀 , 求证， 不 论 如 向 乘 , 兵 要 
不 成 变 we 的 次 庄 , Piys gw 的 结果 是 唯一 的 。 
提示 : 用 数学 归纳 法 . 
3， 设 pu9s 是 集合 友 的 两 个 变换 , 求证 : (Pop 下 一 人 2 
3，、 设 多 是 集合 同 与 所 和 台 各 之 加 的 一 一 对 应 ，* 居中 的 一 个 元 素 ， 问 
{PP 一 ?pw) 一? 。 如 时 和 是 台 的 弯 换 , 这 两 问题 的 答案 如 何 { 


$2 正 交 变 挽 


在 欧 氏 平面 上 把 每 一 点 尸 按照 已 知 向 量 4X 的 方向 移 到 P 
使 PP' = A 他 ， 如 此 产生 的 变换 叫做 沿 向 量 2 的 平移 变换 ,简称 
平移 . 

如 果 2A2 的 坐标 为 (a,5), 且 此 平移 把 Pz; 四 ) 变 成 P'(z',9')， 
则 有 

r=2+T4, Y=# 十 四 ， 
因此 得 到 以 下 定理 

定理 2.1 把 平面 上 的 点 P(z, 四 沿 坐 标 为 (4, 6) 的 向 量 平行 
地 移 到 点 P'(z',#), 这 样 , 平移 变换 的 代数 类 示 式 为 

fe 
y=¥ 二 +b 
其 中 0,5 是 两 个 独立 参数 ， 

2， 旋 转变 换 

在 殉 氏 平面 上 把 每 ~- 点 尸 绕 一 定点 旋转 一 定 角 变 到 另 一 点 
P, 如 此 产生 的 变换 叫做 旋转 变换 , 简称 旋转 ， 此 定点 叫做 旋转 中 
心 , 定 角 冲 做 旋转 角 . 

(1) 首先 取 原 点 为 旋转 中 心 , 按照 定 角 8 把 点 P(z, 四 旋转 到 
点 PKx'3')， 如 果 点 已 的 要 坐标 为 Cr， 区 )， 则 点 P' 的 极 举 标 为 


(2.1) 


《7 及 十 的 ， 故 有 
一 Tc03»， 二 Tsin 功 
2 二 recost@+i0), gy =r(sing 8) 
因此 
rT =wecosf— ysing 
y =—=xsind -ycosd 
(2) 其 次 , 取 点 (xo,80) 为 胜 转 中 心 , 则 有 
gro={r— ro co — (gy— yo)3ing 
yg — yo (x— to)sindt (y— yo) cosd 
归纳 以 土 (1) 2》 得 到 以 下 定理 . 
定理 2.2 把 平面 上 点 P(z， 纪 绕 原 点 旋转 一 个 定 角 日 变 到 
点 已 4z 1) 这 样 旋 转变 换 的 代数 表示 式 为 
多 =zcosd-- ysind (9.2) 
yy =rsindi ycosd 
其 中 是 参数 ， 
如 果 以 虚 (zo go) 为 旋转 中 心 , 则 旋转 变换 的 代数 表示 式 为 
一 如一 人 z 一 0o)eos 生 一 《8 一 多)sin 自 
y yo= Cv— Xo) sind (yy— yo) cosd 
其 中 zxo.go 昌 是 三 个 独立 参数 
3， 轴 反射 变换 . 
如 果 变 换 的 每 对 对 应 点 4，、4 连结 线段 都 垂直 于 一 条 定 直 线 
3 且 被 8 平分 , 则 这 种 变换 人 散 关 于 直线 5 的 轴 反 射 变换 ,简称 反 
射 , 直线 s 删 拘 扩 射 轴 . 
不 难看 出 , 反射 轴 #8 上 的 点 都 是 趟 动 点 ， 
定理 2.3 如 果 取 «< 轴 为 反射 轴 ， 则 点 Pr 引 变 到 点 PCz 
9") 的 反射 变换 的 代数 表示 式 为 
a 5 


(2. 3) 


j (2. 4) 
争 
[Fs E93 
Pr' 
舞 2-3 图 2-4 
如 果 玻 芋 辆 为 反射 辆 ， 则 点 PCz, 拟 变 到 点 已 fr 扩 ) 的 反射 
变换 的 代数 表示 式 为 0 
一 一 
} (2. 5) 
¥ 二 多 


例 1 求 员 点 在 原点 ， 正 焦 
营 长 为 2, 主轴 斜 角 为 30 "的 抛物 
线 c 的 方程 ，( 图 2-5) 图 2-5 

解 ” 顶 点 在 原点 , 正 焦 法 长 为 2, 主轴 为 z 加 的 撮 物 线 c 的 方 
程 为 


所 一 2 
以 原点 为 旋转 中 心 , 旋转 前 为 830 的 旋转 变换 , 由 (2. 2) 知 , 表 
示 式 为 


由 此 得 


将 上 式 代 和 抛物线 c 的 方程 六 = 27 得 所 求 抛物 线 c' 的 方程 


® 7 4 


为 


tr | 让 “| pF 
—x 十 33 ) A = 
(一 一 2 人) 


即 TD 3 了 YY 二 35 一 4 


2.2 正 交 变换 


定义 2.1 平面 上 的 变换 ,如果 保持 任何 两 点 的 臣 离 不 变 , 即 
当 有 4>4,， BB' 时 必然 有 |48B|= |4'B'|, 这 样 的 变换 则 做 平面 上 
的 正 交 变换 , 

由 前 面 的 定义 不 难 证 明 , 平移 , 旋转、 反射 都 是 正 交 变换 , 其 中 
平移 或 旋转 把 一 个 三 角形 变 为 定向 相同 竟 三 角形 ， 而 反射 把 一 个 
三 角形 变 为 定 癌 相反 的 三 角形 ， 这 是 平移 或 旋转 与 反射 的 主要 区 
别 ， 

现在 囊 求 正 交 变换 的 代数 夫 示 式 ， 为 此 沈 做 以 下 淮 备 . 

引 建 ” 正 交 变换 把 共 线 点 变 为 共 线 点 ， 拖 不 共 线 点 变 为 不 蕉 


线 点 ,并 且 保 持 两 直线 问 的 夹 角 不 变 . 

证 明 设 4，B,C 共 线 ， 它 们 在 正 交 变换 gp 之 下 的 象 分 别 为 
4,B',C"( 图 2-6). Aa Fo 

如 困 后 三 点 不 站 线 , 则 厂 B” 

14C | < 4B + [BO') ,~ 

但 是 由 正 交 变换 的 定 允 有 图 2- 


[ABI=|4B'[, 1A0|=140|, 1BC = 有 Ci 
所 以 , 如 果 
14Cj <14'B'| + | BC") 
则 必 有 有 
[IACI <[IABI+IBC|=|40| 
这 是 一 个 矛盾 , 说 明 十 , B,C" 非 基线 不 可 。 


和 加 时 


同 理 , 如 果 4, B,C 不具 线 , 则 4", PB',C' 也 必 不 共 线 . 
最 后 ， 设 wp 把 不 共 线 三 点 4,，B 挛 到 不 共 线 三 点 4', 0', B 
(图 2-7)。 


| | 
让 3 pg 
oO 
图 2-7 
因为 

[48| =]4'B"| 
IG4|=10'4| 
i08B!=10'B"| 

故 有 
AO0ABSAOAB' 

由 此 得 


上 一 人 
可 见 w@ 保 持 两 直线 间 的 严 衣 不 变 ， 
定理 2.4 在 正 交 变换 之 下 
(1) 线段 襟 为 等 长 线段 ; 
《2) 单位 向 量变 为 单位 向 量 ; 
《3)》 馆 床 风 直角 坐标 系 变 为 条 卡 儿 直角 航标 系 ; 
《4) 矩形 变 为 全 等 的 第 形 . 
根据 正 变 变换 的 定义 与 以 上 引 理 ， 容 易 证 明 这 个 定理 ， 
设 正 交 变 换 把 直角 坐标 系 Ceies 变 为 直 前 伍 标 系 吕 -elez 
点 Plz 四 变 为 各 Pz', 六)( 图 2-8), 
如 果 ei 在 原 华 标 系 中 的 坐标 为 (qu, 494,)，e@s 在 原 坐 标 系 中 
» 9 » 


团 2-8 
欧 华 栋 为 (es ass 点 O" 在原 坐标 系 中 的 坐 灶 为 (843, rss)， 

姬 由 于 点 了 在原 僻 标 系 中 的 从 标 为 (x,8)， 点 了 ' 在 原 坐 标 系 
中 的 举 标 为 (x', 六 )， 根 据 定理 2.4 可 知 点 了 在 坐标 系 0 -eies 
中 的 誉 标志 是 (C2, 站), 

因为 


-一 -一 了 一 人 
OP 一 OO +O'P' 
故 有 


一 
CDP 一 (Get 十 asez)》 二 (YET 十 六 3) 


; {et 02) 一 TLe. TT es) ye G82) 
一 【az 十 全 38 十 G17G1 十 (9213 十 Bassg + G29)Es 
但 是 
一 一 
OP' -20 ye 
比较 以 上 两 式 , 则 得 a 
和 二 J 嘻 人 [2 十 全 18 
=F aad tos 
这 就 是 正 交 变换 前 代数 表示 式 ， 
由 于 ef 不 平行 于 @4 歼 有 
Tl 全 
dis 2 


《2. 6) 


因此 


» DD 二 


A = | G12 0 (2.7) 


{qe 
和 A0 谨 明 正 交 变换 是 一 个 一 一 变 软 , 它 的 得 变换 的 表示 式 可 以 由 
(2, 6) 式 解 出 zy 而 得 到 . 
又 因为 el 与 e: 是 垂直 的 单位 向 量 , 所 以 
要 一 站 elei—~es.el:=1 
而 
人 一 总 11 和 二 e182 
人 一 HB ra2e2 
分 别 代 人 上 面 三 个 等 式 即 得 (2. 6) 式 中 的 系数 必须 满足 的 条 件 ; . 
{1 
4ia 十 da 一 ] 《2.8》 
[aest 人 21483 一 站 
《2. 8) 式 通常 叫做 正 交 条 储 , 它 包 含 了 条 件 (2.7)。 
平面 土 的 一 个 点 变换 ， 邵 果 它 的 代数 表示 式 具 有 形式 (2 6)， 
则 此 变换 叫做 线性 变换 。 正 交 变 换 是 满足 条 件 (2. 8) 的 线性 变换 . 
反之 , 有 以 下 定理 . 
定理 2.5 满足 正 交 条 件 (2, 8) 的 线性 变换 (2. 的 必 是 正 交 变 
换 . 
证 明 企 取 两 点 Pi (zt gg)，Pasfzo ga)， 如 果 在 变换 (2. 6) 之 
下 ,了 Ps 的 象 分 别 为 Pitz1, 9 DRPe(z2 的 )。 


由 (2.6) 有 | 
(at (2. 9) 
多 1 多 FE 
的 人 ee 
¥z ¥2 2 


了 


其 中 


《2.10) 减 (2. 9) 得 
(7)? ) 《2.11) 
YY Ya— YL 
将 (2. 10) 转 置 得 


{Xa Yd) = yd (2, 12) 
{2. 12) 乘 (2. 11) 得 
Iw! 一 
| ,)= (za #2— ¥1 | ) 
ya #1 We Yl 
由 王 条 件 (2.8) 与 各 4= 吾 (其 中 吾 为 单位 方 阵 ) 等 价 ， 故 由 凸 
式 得 


(x2— 2 0( 


Crt) tt Cr OO 
所 以 
IPiPs| = |PP:l| 
因此 , 满足 条 件 (2, 8) 的 线性 变换 (2.6) 是 正 交 变换 ,” 
由 定理 2. 8, 有 以 下 定义 . 
定义 2.2 (定义 2.1 的 等 价 定义 ) 在 线性 变换 
= an a 
=e 二 a2y i as 
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里 ， 如果 系 数 方 阵 4 =( 是 条 件 44' 二 Bt*， 出 此 线性 


变换 叫 数 正 交 变换 , 其 中 4 是 4 的 转 置 方 阵 , 吾 是 单位 方 阵 . 

最 后 求 出 正 交 变换 的 代数 表示 式 的 另 一 种 形式 ， 进 一 步 说 坝 
正 交 变换 所 包括 的 成 员 . 

已 经 知道 在 (2.6) 式 里 , (ay 921), (oa pa) 分别 是 eu ez 在 原 


在 
dz ds 


站 可 以 证 明 有 4'= 互 与 和 = 等 失 ， 
= 12 » 


坐标 系 中 的 佬 标 , 又 因为 8;, 8@2 都 是 单位 向 鼠 ， 所 以 Can, ae) 可 写 
汶 (cos0, sin0), 站 中 0 是 el 方 问 到 1! 方 应 的 旋转 角 ， 《Ga G2) 


可 写 为 (cos( 6 二 村)，siaf 4 廿 可 )) 此 处 对 于 图 2-9-1 的 情况 到 


正 号 , 对 于 图 2-9-2 的 捕 况 取 俯 号， 所 以 正 交 变换 的 表示 式 (2. 6) 
可 所 写 为 


区 =xwecosd — ysingi a 


”=aind i ycosd -ws 


本 Py} 
~ 
中 
a 1 ” 一 一 ~ 
二 
本 1 0 1 
固 2-9-1 图 3-9-2 


L rcos0+ yasindi+as 


条 =xsind— yecosd | ros 


， | cos0— sing 
对 于 第 一 式 |4|=; 
| sin cosd 


一 二 对 于 第 二 起 141| 


cos 人 sing 


= 一 1, 将 这 两 个 式 子 合 起 来 可 以 写 为 


sinf— cosd 
(7 =Xeosf -Aysind te 


= 十 1 (2.13) 
好 一 区 sin 上 十 28caos 有 十 下 ? 


其 中 心声 有 是 三 个 独立 类 数 ， 
当时 |41::1, 唔 向 第 一 种 正 交 变换 . 
当 4= 一 1 时 4 = 一 1 叫做 第 二 种 正 交 变换 . 
定理 2.6 一 个 第 一 种 正 交 变换 或 是 一 个 平移 ， 或 是 一 个 旋 
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转 , 或 是 一 个 旋转 与 一 个 平移 的 乘 各 , 

证 明 设 在 正 交 变 撞 (2.13) 里 4=1, 

如 果 8=0, 则 此 正 况 变换 是 平移 (2. 1); 

如 果 =5 二 0, 则 此 正 交 变换 是 旋转 (2. 2); 

部 果 以 上 两 种 情况 都 不 成 立 ， 则 此 正 交 变换 是 一 个 太原 点 为 
旋转 中 心 , 8 为 旋转 角 的 旋转 变换 与 一 个 沿 耸 标 为 (a,5) 的 向 量 的 
平移 变换 的 采 积 . 

定理 2.7 一 个 第 二 种 正 交 变换 或 是 关于 一 条 直线 的 辅 反射 
变换 , 或 是 一 个 畦 反射 变换 与 一 个 第 一 种 正 交 变换 的 乘积 

证 明 设 在 正 交 变换 (2. 13) 轩 4= 一 1 

如 果 日 -0， 并 且 ea=5=0， 则 此 正 交 变换 是 关于 轴 的 反射 
(2. 4); 

如 果 以 上 情况 不 成 立 , 则 此 正 交 变换 是 一 个 将 点 P(z,， 的 变 为 
虚 下 (z, 允 的 甘于 交 销 的 反射 与 一 个 将 点 无 (z, 及 变 为 点 P' (Cz, 六) 
的 第 一 种 正 交 变换 的 乘积 ， 

由 定理 2.6 与 定理 2. 7 可 知 ， 本 节 开始 所 举 的 实例 包括 了 所 
有 的 正 交 变换 ， 这 就 是 说 ， 除 了 2.I 里 所 讲 的 平移 ， 和 这 转 与 反射 
外 , 正 交 变换 再 没有 什么 新 内 容 了 ， 可 以 总 结 如 下 由 


r 下 忘 蛮 om 
和 人 1 第 一 种 正 交 变换 (1 活 轩 


1412=1( 丰 ,二 一 4 第 二 种 正 交 变 横 i _ 
反射 与 第 一 种 正 
变 变 挽 的 莱 积 


值得 注意 的 是 , 第 一 种 正 交 变换 不 改变 坐标 系 的 定向 , 而 第 二 
种 正 交 变换 改变 谷 以 系 的 定向 , 即将 布 ( 左 ) 竹 系 变 为 堪 ( 右 ) 手 系 。 
此 外 对 于 正 交 变换 表示 小 (2.6) 右 |4| 二 1 但 i413 二 1 不 是 (2. 67 
* 第 一 种 正 疡 变换 也 叫做 位 移 变 换 , 第 二 赴 正 变 灾 横 也 电 做 对 称 变换 。 
和 时 友 曙 


式 成 为 正 交 变换 的 充分 条 件 . 

可 以 考 豆 多 个 正 交 变换 的 乘积 ， 例 如 一 个 第 一 种 正 交 变换 与 
两 个 第 二 种 正 交 变换 舶 乘积 ， 两 个 第 一 种 正 交 半 换 与 一 个 第 二 种 
正 变 变换 的 乘积 , 三 仿 反 射 的 乘积 等 。 


23 正 交 变换 与 坐标 变换 的 关系 
在 解析 几何 里 也 学 过 平移 与 旋转 , 但 那里 指 揭 是 坐标 变换 ( 坐 
标 系 改变 , 图 形 位 置 不 变 )， 以 上 所 讨论 的 平移 或 旋转 ， 指 的 是 点 
变换 ( 玫 形 位 置 改变 , 坐标 系 不 改变 )， 此 实 上 这 二 者 是 一 致 的 , 即 
对 于 同一 公式 可 以 有 坐标 变换 或 点 变换 商 种 不 同 的 解释 .我 们 看 
解 醒 几 何 里 的 从 标 变换 公式 
区 sind -a (2,14) 
多 一 了 sing-t:y cosd+ph 
这 个 公式 可 以 理解 为 点 变换 公式 ， 如 图 2-10, 令 瞧 标 系 不 动 ， 
将 成 刀 fz, 的 向 坐标 为 (一 g, 一 人 的 向 量 作 平移 ， 再 绕 原 点 旋转 角 
一 而 得 到 点 P'， 


图 2-10 
设 点 了 P' 在 雁 标 系 0-x# 里 的 坐标 为 (Xx,¥)， 由 图 2-10 可 以 
淖 出 ， 点 已 关于 坐标 系 O -zy 的 相对 位 置 与 点 PP' 关于 坐标 系 


s FF 


O-z 的 相对 位 置 完 全 相 局 ， 所 以 点 王 在 坐标 系 如 -org 里 的 伙 
标 与 点 P' 在 举 标 系 O-x3 里 的 坐标 胡同 、 这 就 是 说 对 于 同一 坐 
标 系 吕 -zy， 点 卫 的 众 标 (z, 引 与 鞭 象 点 P' 的 坐标 (> ) 之 间 的 
关系 仍 由 (2.14) 给 出 ， 因 此 给 定 一 个 榴 标 变换 公式 ， 我 们 可 以 对 
它 敢 两 种 理解 : 一 种 是 点 不 动 , 坐标 系 变动 , (x, 的 与 (分 别 氏 
示 同 -一 点 在 酚 种 坐标 系 里 的 从 标 ; 男 一 种 是 坐标 系 不 动 ，(z, 8) 与 
(C2, ) 分 别 表示 一 点 与 其 得 点 在 同一 坐标 系 里 的 坐标 . 

例 2 说明 例 1 的 演算 过 程 可 以 理解 为 坐标 变换 . 

解 ” 如 图 2-11， 设 抛物 线 oc 对 于 坐标 系 O-zzy 的 方程 为 扩 
= 2z, 现 特 O-zzy 旋 转 一 30" 衣 得 坐标 和 对口 z1， 这 时 事 标 变换 
公式 与 网 1 里 的 点 变换 公式 相同 , 仍 为 


ety 

TT 
2 

| ta 
外 3 


将 此 公式 代入 方程 六 “27 即 
得 抛物 线 c 对 于 坐标 系 0-x 六 
的 方 伍 与 例 工 的 结果 一 发 ， 


习 题 

1， 人 的 还 把 点 (2, 3) 变 为 点 (0， 一 是 的 平移 变换 ， 再 将 所 得 变换 用 于 朱 
物 线 六 一 2 一 8y 二 18 一 0. 

(iiy 求 把 点 (3, 11 蛮 为 点 (一 ], 3 的 绕 诛 点 的 旋转 变换 , 再 将 所 得 变换 用 
子 挑 往 线 六 一 + 一 88 18 一 

2， 求 中 心 在 原点 , 平 轴 长 为 3 与 2 放纵 直线 x 一 29 =0 为 对 秘 思 的 钉 园 
证 程 , 

3， 先 用 拖 何 法 , 再 用 代数 甘 证 明 ， 如 困 一 直线 绕 一 点 旋转 日 用, 则 此 直 
线 与 新 直线 所 构成 的 角 为 日 

4， 孙 证 : 三 角形 而 积 经 过 正六 变换 后 不 这 
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5。 求 以 直线 gx 十 By 十 6 二 0(g: 寺 可 关 的 为 轴 的 轴 上 反射 变换 公式 ， 
6， 求 证 : 

人 两 个 平移 的 乘积 - 定 是 可 以 空 摸 的 . 

《ni 绕 原 点 的 两 个 旋转 的 渎 积 一 定 是 可 以 交换 的 . 

7*. 问 是 藻 有 共 个 平移 与 草 个 族 转 的 葬 和 是 可 以 交换 的 ? 


8$3 人 和 念 射 变换 


3.1 二 有 平 商 间 的 选 视 仿 射 对 应 

设 有 相 和 的 两 个 平面 与 ,它们 的 突 线 为 六 道 过 平 商 内 
各 成 4, B,C， < 下行 版 六 吕 于 4 如 CC (图 3-1)， 这 样 使 
平面 7 内 的 点 与 乎 本 TY 内 的 点 建 2 种 一 对 应 关系 ， 这 种 对 
应 器 柚 工 到 的 透视 仿 射 对应， 显然 , 透视 优 射 对 应 与 所 作 平 行 
线 的 方向 有 关 . 


图 ”3-1 
现在 我 们 讨论 透视 仿 射 对 旗 的 基本 人 性质 . 
首先 示 难 看 出 , 1 上 的 每 全 点 都 十 二 重点 ( 自 对 应 点 ), 并 且 二 
重点 必 在 上 , 直线 叫做 对 应 轴 ， 简 称 轴 , 
其 次 ; 我 们 看 x 上 的 一 条 直线 48( 图 3-1), 这 条 直线 在 x 上 
的 平行 射影 是 直线 小 户 ,直线 4B 与 4B' 或 者 交 于 和 炸 上 ,或 者 
它们 都 与 轴 i 形 行 ， 这 样 ， 透 视 仿 射 对 应 也 使 两 平面 内 的 直线 建 
并 了 一 一 对 应 ， 甩 视 仿 射 对 应 的 这 个 性 质问 黎 保 持 问 素性 ， 所 请 
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同 素性 是 指 在 这 同一 对 应 下 几何 元 素 保持 同一 种 类 而 不 改变 【〈 例 
如 点 未 能 对 应 直线 》 的 性 质 ， 又 根据 直线 的 平行 庙 影 是 它 上 面 所 
有 点 的 射影 的 就 迹 ， 所 以 在 一 条 直线 上 的 每 个 点 总 对 应 着 它 的 对 
应 直线 上 的 一 个 点 ， 因 此 平面 5 内 的 上 成 与 直线 的 结合 性 也 就 决定 
了 平面 ” 内 对 应 元 素 的 结合 性 , 即 透 视 仿 射 对 应 保持 结合 性 . 

最 后 引进 一 个 重要 概念 一 一 单 比 ( 仿 射 比 ). 

定义 3.1 设 P, Ps 是 有 向 直线 上 的 两 个 定点 卫 是 这 有 向 
直线 上 的 另 一 点 , 了 分 有 向 线段 PiPs 为 两 个 有 向 线段 P,P 和 PP， 


则 其 量 数 的 比 包 忆 叫 敌 三 点 Po Ps P 的 单 比 ， 记 为 (PiPaP)， 即 


(PP:P) = 各 各. 其 中 Ps Ps 叫做 基点 , 已 叫做 分 点 ， 


不 难看 出 ， 
当 忆 内 分 户 Pa 时 , (P,PsP) 一 0 
当 忆 外 分 PIP 时, (PiP3P)>>0 
当成 与 Pi 重合 时 , (PPsP) 一 0 
特别 是 当 卫 是 PiP; 中 点 时 , (PPaP) = 一 1 
叉 如 果 已 知 一 直线 上 三 点 的 单 比 (PPsP)， 另 一 直线 上 两 点 
Pi，Pi， 则 在 第 二 直线 上 可 以 唯一 地 确定 一 点 P' 而 使 (PIPEP') 
= (PPP). 
在 图 3-1 时 , 平 下 = 肉 的 直线 点 4, B，C 对 应 平面 x' 内 的 共 
线 点 二 , B', 0C'， 由 于 44', BB', C0’ 平行 , 所 以 有 
AC_AC 
BO BCU' 
亦 即 
【4 有 CD) 一 (4 天 
因此 得 到 : 在 透视 仿 射 对 应 里 ,一 个 平面 内 共 线 三 点 的 单 比 等 
于 另 一 个 平 痢 内 三 个 对 应 点 的 单 比 , 
- js » 


注 章 : 在 透视 仿 射 对 应 的 定义 里 ,平面 x 与 x" 是 相交 的 . 蓝 
T 与 x 平行, 则 我 们 利用 相同 的 办 汗 也 可 以 建 训 一 种 对 应 ， 也 出 
做 透视 仿 射 对 应 ， 旬 在 这 种 情 阅 下 ， 不 看 在 二 重点 与 对 应 铀 ， 请 
读者 自己 考 虚 上 面 所 说 的 其 他 性 质 在 这 种 情况 下 是 否 成 立 ， 


3.2 仿 射 对 应 与 仿 射 变换 

在 3.1 里 , 我 们 讨论 了 两 个 平 侧 间 的 透视 仿 射 对 应 , 这 种 对 应 
可 以 通过 平行 投影 而 得 到 . 

三 有 2 二 1 个 平面 <，a: aa， Gas 二 如果 在 平面 偶 (z， 
or 之 前 都 存在 次 透视 仿 射 对 应 , 即 
每 两 个 相 偶 琅 而 之 间 都 存在 着 平行 投影 ， 这 样 在 平面 了 与 wx 的 点 
之 间 就 建 江 一 种 一 一 对 应 , 这 种 对 应 做 平 7 到 平面 x 的 仿 射 
对 应 ， 有 即 有 限 个 透视 仿 射 对 应 的 敢 椒 为 一 个 仿 射 对 应 ,图 3-2 表 
示 经 过 四 次 平行 投影 而 得 到 的 平面 到 的 优 射 对 应 , 


仿 射 对 应 仍 保持 同 素性 、 结 合 性 以 及 单 比 不 变 ， 至 于 对 应 扑 
前 连 线 并 不 见得 平行 ， 也 就 呈 浇 这 种 对 应 不 一 定 能 由 一 控 平 行 投 
影 而 旧 到 (关于 特殊 情 议 见 导 题 2 )， 另 外 ， 不 难 验 证 仿 射 对 应 的 


qv fF 


下 列 性 质 : 

(i 平面 Y 到 * 的 租 视 仿 射 对 应 必 是 仿 射 对 应 ; 

〈 刘 一 对 平行 直线 , 在 仿 射 对 应 下 ， 对 应 一 对 平行 直线 (和 仿 射 
对 应 保持 平行 性 ). 

定 迪 3.2 如果 平面 x 与 平面 = 重合 ， 岂 = 到 的 仿 射 对 
应 叫做 平面 = 到 自身 的 仿 射 变换 (平面 + 上 的 仿 射 变 换 )， 


3.3 仿 射 坐标 系 

设 已 知 平面 = 内 药 一 个 笛 卡 几 卯 人 角 缀 标 系 OQ-x# (图 3-3~1). 
百 为 单位 点 , 谷 标 为 (1, 1), 则 广内 任何 点 卫 的 坐标 tx, 六 可 以 表示 
为 


图 ”3-3-1 图 ”3-3-3 


此 处 点 吾 , 生 丙 ;分别 是 点 五 在 + 轴 与 y 轴 上 平行 于 # 轴 与 5 轴 的 
身影， 分 别 叫 做 之 辅 与 z 困 的 单位 点 ，P，Pv 分 别 是 点 卫 在 XX 轴 
与 y 轴 上 平行 于 # 轨 与 区 轩 的 射影 . 

现在 薄 虑 举 标 系 -zy 在 另 一 平面 汪 内 的 个 射 对 应 图形 (图 
3-3-2)， 设 Gz, Og. 也 ,PP 的 象 分 别 为 Ox ,Oy ,到 ' ,了 ', 于 是 平行 
四 边 形 0B.58E,，OP.PPy 的 象 就 分 别 为 平行 四边形 OB 二， 
O'P'P'P: 
站 立信 » 


在 新 坐标 系 0"-x'y 里 把 点 至 当 作 单位 点 ， 也 就 是 用 线段 
D0，0' Bs 作为 加 0'x',O'y' 的 测量 单位 ， 对 于 这 个 坐标 系 ， 点 
了 ' 的 坐标 (x',y') 可 以 表示 为 

zs’ 0 Pr 

OE’ ’ 
由 于 仿 射 对 应 保持 单 比 不 变 , 所 以 有 
zr 了 一 

定义 3.3 上 面 所 得 到 的 第 氏 举 标 系 在 仿 射 对 应 之 下 的 象 叫 
做 仿 射 坐 标 系 , (x 六 ) 则 做 点 PP 的 念 射 举 标 , 记 以 已 (z 2) 

如 果 Px,y) 则 OP =e OB,+y OB;, 

仿 射 坐标 系 是 第 氏 坐 标 系 的 推广 ; 因为 坐 款 办 上 的 测量 单位 
0 与 0 FE', 一 般 来 说 是 不 相等 的 ， 省 氏 淮 标 系 就 是 仿 射 坐 标 系 
当 坐 标 轴 上 的 测 基 单位 相等 时 的 特殊 情况 . 

一 个 仿 射 坐标 系 , 如 果 再 经 过 -一 次 仿 射 对 许 , 所 得 到 的 象 还 是 

定理 3.1 设 具 线 三 点 了 ;(i 二 1，2，3)， 它 们 的 乱 射 坐标 为 
《ze, #1), 则 单 比 

(PP Pa 一 甜 二 全 一 外- 一人- (3.1) 


这 3 
aT Ys Ys 


证 明 如 图 3-4, 


(PPPs) 一 到 了 


aPs 
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局 一 
的 一 殷 
(CPP;P:) ye— go 
可 以 证 明 , 在 伪 射 举 标 系 之 下 , 直线 方程 是 一 次 方程 ; 反之 ,一 
次 方程 是 直线 方程 ， 还 可 以 推出 三 点 直线 的 完 委 条 件 以 及 三 直线 
共 点 的 充 要 条 件 等 ， 这 都 请 读者 白 己 思考 . 


3.4 仿 射 变换 的 代数 表示 式 


设 在 平面 内 给 定 仿 射 坐 标 系 O-eie:， 如 果 有 一 个 售 射 变换 把 
DO-eiez 变 为 党 标 系 O'-eies, 把 点 P(x, 提 变 汐 点 PP 人 zt)， 其 中 
(2, gz 8 者 是 对 于 0-eies 的 众 标 . 

现在 要 求 出 {2, 9) 与 (2', 8) 的 关系 ， 与 正 变 变换 的 情 闹 类似 ， 
假定 向 量 e+ ei 在 坐标 系 0-eies 中 的 坐标 分 别 为 (ait gz) 《oa: 
si) 点 O 在 坐标 系 口 -eles 中 的 举 标 为 C41, ass)， 


如 图 3-5, 由 于 仿 射 变换 保持 平行 性 不 变 ， 所 以 0'P'P'P; 为 
平行 四 边 形 CP;，P' 分 别 为 Ps P; 的 象 )， 又 由 于 仿 射 变 接 保 持 
单 比 不 变 , 所 以 点 P' 在 化 标 系 0 -efef 中 的 级 标 为 (z; 的 。 
因为 

-一 -> -> 一 一 > 
QP ~ O04+0P' 
» 22 8 


所 以 


3 pk p 
OP = (qe dereo) + (re yes) 


={ase tT des) + rarert ase) 十 3 在 el 十 ases) 


一 全 
但 是 OP'=—x'eli es 
比较 以 上 两 个 等 式 得 


x ay a 
} | ] 12¥ 13 《3. 29 
¥ = Brag | Gas 


这 就 是 仿 射 变换 的 代数 表示 式 . 
由 于 ei 不 平行 于 e2 所 以 (3.2) 式 满足 条 件 


dl ls 
0 
O21 2 
至 此 我 们 得 到 以 下 定理 . 


定理 3.2 举 面 二 的 仿 射 变换 可 以 用 仿 射 坐标 (或 向 氏 举 标 ) 
表示 为 (3.2) 式 的 形式 , 其 中 


1 fs 


太一 去 站 


Gz1 Gag 
根据 定理 3. 2 的 推导 , 我 们 看 到 向 量 e, es 的 象 eb ef: 与 点 和 
的 象 0' 完全 确定 了 一 个 仿 射 变换 , 因此 有 以 下 推论 ， 
推论 ”不 基线 的 三 对 对 庶 点 决定 唯一 一 个 仿 射 变换 ， 
注意 ; (3.2) 式 的 逆 式 一 一 用 点 P' 的 堂 标 zx， 表示 出 点 了 的 
坐标 2 的 表示 式 , 可 以 写成 以 下 形式 : 
朱 (3.3) 
y= + Bay Ye 


其 中 

ai A 

a pb 

例 I 试 确定 仿 射 变换 ， 使 y 轴 ，z 轴 的 象 分 别 为 直线 z 十 9 
和 全 


0 


十 了 一 0,7 一 9 一 1 一 0 十 点 {1; 1) 的 象 为 原点 . 
解 ” 设 (3.3) 为 所 求 变换 的 送 式 , 则 x ==0 变 成 直线 
gz Hy y=0 
但 由 题 设 *=0 恋 成 zy 十 1= 0 可知 %z 十 证 P11 二 0 与 
rf 二 并 一 0 表示 问 一 直线 ， 


所 以 有 

WB ml 

1 1 1 h 
因此 

z=x' 二 +y 二 1 
同 建 

Ey=2x —y ~1 

此 处 上 是 参数 . 


又 因为 点 (1) 的 象 为 原点 , 得 闫 =1 三 一 1 所 以 所 求 变换 
的 赣 式 基 
中 -wy 1 
yx —y —1) 
由 此 可 得 出 所 求 仿 射 变 换 吓 


仿 射 变换 代数 表示 式 的 导出 , 利用 了 它 的 几何 人 性质 , 例如 仿 射 
变 痪 保持 单 比 不 变 等 ， 现在 反 过 米 可 以 通过 仿 射 变换 的 代数 表示 
式 证 明 其 几何 性 质 ， 

首先 我 们 知道 (3. 2) 或 (3.3) 所 央 定 的 变换 使 共 线 点 变 成 共 线 

其 次 可 以 证 明 它 们 你 持 共 线 三 点 的 单线 不 变 . 


~» 24* 


设 PiCxo st 二 TI 2 3 是 一 条 直线 上 的 三 点 ， 它 们 的 象 
Pu’, J 二 1,2,3) 是 为 一 直线 上 的 三 乓 . 


由 C3.1) 有 
(PiPsPs) 一 到 Ei 一 让 
Ta Ta Way 
再 根据 (3. 2) 得 
(PIP; PD) = 
一 3 
Cana G19gs 十 Fa) or Gay dn) 
CRs gs Fa) — (Gm Gay 012) 
(TT) 
在! | 信守 8 一 ze) 十 Cs 一 ge ye 
一 岂 
所 以 


{PiP3P3) = {PP2P;) 

因此 得 出 结论 : (3. 2) 或 (3,3) 所 表示 前 变换 具有 同 素性 ,结合 
性 , 并 且 保 持 任何 其 线 三 点 的 单 比 不 变 ， 

根据 这 个 结论 其 及 前 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 给 出 仿 射 变换 录 下 
的 男 一 个 定义 ， 

定 兴 3.4 平面 内 的 点 之 间 的 一 个 一 一 变换 ， 如 果 请 足以 下 
条 件 : 

CD 任何 共 线 点 的 象 仍 是 共 线 点 

《ii 任何 村 线 三 点 的 单 比 不 变 ， 
网 此 一 一 变换 出 做 羽 面 肉 的 仿 射 变 痪 , 

最 后 指出 , 对 于 平面 * 到 平面 = 的 仿 射 对 应 ， 公 式 (3. 2) 或 
{3.3) 仿 适 及， 不 过 在 这 种 情况 下 ，(x, 引 是 z 内 点 也 的 华 标 , 诉 
(2 8 门 十 点 五 在 工 内 的 象 点 P 的 至 标 。 


2 


3.5 ”图形 的 仿 射 性 质 

我 们 已 经 知道 , 在 仿 射 对 应 (变换 ) 下 , 图 形 的 一 些 性 质 如 同 案 
性 ,结合 性 以 及 单 比 都 必 不 变 的 . 我 们 将 图 形 经 过 伪 身 对 应 ( 变 抱 ) 
不 变 的 性 质 ( 量 ) 别 短 图 形 的 仿 射 性 质 ( 仿 射 不 变量 )， 下 面 再 利用 
仿 射 变换 的 代数 表示 式 推 证 一 些 仿 射 性 斋 与 仿 射 不 变量 ， 首 先是 
3.2 中 曾经 提 攻 的 平行 性 ， 

定理 3.3 两 条 平行 直线 经 过 仿 射 变换 后 仍 变 为 酚 条 季 行 
均线， 

证 明 。 设 在 笛 氏 符 标 系 -F, 已 知 .下行 直 线 2, za 


了 1 旭 : 证 一 by 全 一 站 《3. 4) 
Lz: 全 2 完 十 bay 荆 Cu | C3. 3) 
并 中 ol. 


ga bs Ce 
经 过 仿 射 变换 (3.3) 后 , (3.4) 与 8.5) 分别 变 为 : 
CRE BRE tC BIFFY dP (3.7) 
Cam rT Da dr FF top ! BoBa)y -asvit bysti cr -0 (3.8) 


令 于 = 全 =h。 则 外 生 和 于 是 
a 五 。 全 
如 1 是] hme 一 天 于 他 十 D82 dV oye 二 此 
Ga + Dace ”GBP ” Ba? 十 加 Ps 


mp yo 
ap dpat Ce 


《 国 为 否则 将 有 
dv bv oem.k{ay dt by ca) 
因此 ci 一 让 cs。 了 
- 6 * 


等 此 证 明了 (3 7), (3. 38) 所 襄 示 的 两 直线 平行 . 


推论 1 两 条 相交 直线 经 仿 射 变换 后 仍 变 成 两 条 相 充 直线 . 
锥 论 2 共 点 的 百 线 经 仿 射 变换 后 仍 变 为 基点 的 直线 . 


定理 3.4 了 两 平行 线段 之 比 是 不 灾 和 


证 明江 在 第 民 在 贡 人 丽 标 系 下， 
3. 拉 日 PiPif PP 经 
PP; Cri, ), 


则 出 定理 3.3 知 PPiP5 PP 所 以 


Be 
站 9 -| 灾 4 


由 (3.2) 得 


Gi ogi 1s 


PE 十 任 88 下 妊 2 


因此 有 


jPiP;| V(r = 


己 甸 [四 碟 P(x (一 1, 22， 


经 过 仿 射 变换 13.2) 后 Pilz;, yi 寞 为 


(Li =s1,2,3,4) 


sr VITAE 


[PsPs | (Fy -一 人 -用 一 的 
T+ i ga 一 -区 | 


[rR (oO 


lz 
1 
HT | Ri 


4 一 


[arf Fa Xa} qrt WOO— ¥) 全 


Ge 人 2 一 | | 和 


ea as Ekzs— xa) | 


Ee 


IP Psi EF 


下 


所 以 


IPPs| oP: 1 
:| 


推论 ”一 直线 上 两 线段 之 比 是 仿 庙 不 变量。 


里 27 » 


定理 3.5 两 个 三 角形 面积 之 比 是 仿 射 不 变量 . 

证 明 设 在 笛 氏 直角 坐标 系 下 ， 已 知 不 共 线 三 点 Pifzi ge 
二] 了 2.3). | 

如 入 PPsPi 的 面积 总 sepaps 为 


让! 1 1 
1 
Sapipsrs— zz #2 1 | 的 绝对 值 
EE Wa 1 


经 过 仿 射 变换 (3.2) 后 P; 变 为 Pi (C2; ,9 )(i 二 ,2,3)， 
则 


Co A 
! 1t i129 EE: (1 =1, 2,9) 
Yi aT Cozyi Tt das 
入 PiP2Ps 的 面积 为 
Tl wi 
1|,, 
三 Apr ripa is | #83 #31 的 弧 对 值 
| 1 1 1 


Gtr To a Guz tay ts duTst qiao 


1 
一 也 Geli21 十 人 se 加 十 Gas data Graga das sl 人 3 十 day G2 


1 1 1 
的 绝对 值 
[ is ti Yl a Xs 
一 去 jo ezz djl | gs 抽 | 的 绝对 值 


站 站 1 1 1 1 
= | dtae— G12 [Sap, Paps 


Sh pt pt pl 
所 以 1 =| gudss— 12darl 


SAPP Pg 


同 理 , 另 一 个 三 角形 B18:9s 与 其 象 三 角形 818283 面积 之 比 
® 2 * 


i 


一 局 一 一 一 二 Go dy | 
癌 ， 并 1 


所 以 
Bap paps Sp Pea Py 
Sgggs Dd so 0 0 
期 两 个 三 拥 形 师 入 之 比 是 仿 射 不 变量 . 
推论 1 两 个 平行 四 边 形 面 各 之 比 为 仿 射 不 变迁。 
推论 2 两 个 封闭 图 形 面积 之 比 是 仿 射 不 变 妈 . 
例 2 正方 形 的 哪些 性 质 是 仿 射 的 ? 
解 正方 形 的 对 边 平行 ,对 角 线 互相 平分 .对 边 相 等 是 仿 射 性 


例 3 状 网 的 仿 射 对 应 图 彪 . 
解 ” 设 有 以 原点 为 中 心 .? 为 半径 的 一 个 癌 ， 它 的 参数 方程 为 
Y 一 mcos， y= rsing 
则 由 {3. 3) 知 此 加 的 象 的 登 数 育 程 为 
Tw — ds Ttacosd -i qasing) 
¥' de9=T dco qsing) 


和 解 出 cos8，sin8 得 


cosd =- ! -Tasot tA) — dt" — os)] 
PO E22 lad) 


1 二 
ia — a) — dat 一 让 
yp ty 23) 1 187] 


将 以 土 二 式 平方 相 胡 得 圈 的 象 的 方程 为 
(Cx) (aa) 2 CY da ad + de) 
二 {ya) Cali fi,) 
一 ra 1022— ait) 
可 以 证 明 这 是 一 个 椭圆 的 方程 ， 因 此 得 知 轴 的 仿 射 对 应 图 形 是 椭 


ss 29 * 


an 和 一 


下. 

由 于 网 的 仿 射 对 应 图 形 是 三国 ， 所 以 可 以 以 园 的 性 质 推导 出 
椭 贺 级 一 些 性 质 ， 各 图 3-6-1、 如 果 已 知 兰 角形 4BC 的 顶点 与 其 
内 切 圆 的 雪 点 的 连 线 共 点 , 则 因为 茧 的 仿 射 对 疙 图 形 是 椭 回 , 三 角 
形 的 仿 射 村 应 图 形 还 是 三 角形 , 且 由 于 仿 射 对 应 探 持 结合 性 不 变 ， 
所 以 圆 的 切线 的 仿 射 对 应 图 形 是 椭圆 的 切线 ， 因 此 本 3-6-1 的 仿 
射 对 应 图 形 是 图 3-6-2. 


培 ”3- 8-1 图 3-8-2 
如 果 在 图 3-6-1 时 ，AL, BH，CN 上 共 点 ， 则 在 图 3-6-2 扎 ， 
4 天 BM',， CO'N' 也 其 点 ， 即 三 角形 村 BO' 的 顶点 与 其 内 切 椭圆 
的 切 点 的 连 线 其 点 . 
例 4 求 椭 加 的 面积 . 
解 ” 设 在 笛 氏 直角 坐 标 系 下 , 有 并 贺 


zt 扩 
a tl! 
f= 
: 让 
ly 一 再 区 
奏 融 的 对 应 图 形 为 区 
十 一 下 


如 图 3-7, 椭圆 内 的 三 角形 OA4B; 0(0,0), 4(a,0), Bi0,5), 经 
过 以 上 的 仿 射 变 阐 , A0.48B 的 对 应 图 形 为 人 04'B', 其 中 入 去 #4 
B'(0, a), 

» 30 。 


根据 定理 3.5 推论 2 有 
柄 贺 真 积 _ 辕 面 积 _ 


Soaa 站 ad 人 


所 以 


因此 上 记 给 椭 贺 面积 为 wab. 


3.6 仿 射 变换 的 特例 

在 本 节 的 琢 后 说 明 仿 射 变换 的 儿 种 特例 : 

(1》 正信 变换 

《2) 位 似 变 换 

定义 3.5 在 平面 上 取 定 一 点 5, 规定 驴 的 象 即 总 自己 ,平面 
上 其 他 点 了 与 共 象 成 已 满足 以 下 条 件 : 

() 点 P' 在 直线 SP 上 ; 

tii》 单 比 (P'PS)= 率 (六 为 常数 也 0,1)， 则 这 种 变换 叫做 位 
似 变换 (简称 位 似 ), 常数 下 是 敌 位 似 比 ,定点 号 叫做 位 似 中 心 。 


图 3-8-I 图 3-8-2 
不 难 证 明 位 似 变 换 满 足 定 交 3.2 的 要 求 ， 所 以 位 位 变换 是 仿 
射 变换 ， 另 外 , 在 位 似 变 换 下 , 除 位 似 中 心 外 ， 革 他 在 何 两 点 的 连 
线 与 它们 对 应 点 的 连 线 尘 行 ， 在 图 3-8-1 与 3-8-2 分 别 表示 位 似 
mw $1: 


比 E>0 与 <0 的 情况 其 中 总 为 世 亿 中心， 也 ,PP 生 的 起, 吾 为 
三 对 对 应 点 . 

下 面 求 位 似 变 换 的 代数 表示 式 . 

取 笛 氏 直 角 坐 标 系 的 原点 为 位 似 中 心 , 设 点 Ptz 她 在 位 似 变 
换 下 变 成 点 已 (2 扩 )， 加 


bi (3.9) 
鞭 中 天 为 位 个 比 ， 
更 一 般 地 , 江上 处 变换 
4 二 2 十 , 
ly = Ey es (0) {3.10) 


不 准 证 明 (3. 10) 所 表示 的 变 挽 或 者 是 一 个 以 原点 为 位 似 中 心 
的 位 似 蛮 换 与 一 个 平移 的 乘积 ， 或 者 是 二 者 之 中 的 一 个 《当天 二 工 
时 为 平移 , 当 e. =:cs*=0 时 为 位 似 变 换 ), 

《3) 相似 变换 

定 兴 36 平市 王 的 变换 ， 恕 果 任 何 两 点 P @ 与 其 象 点 了，， 
对 油 是 以 下 条 和 件 : 


看 一 5 (6 为 常数 ) 

则 这 种 变换 叫做 相似 变换 (简称 相似),£ 型 做 相似 比 . 

显然 ， 相 似 蛮 换 是 正 交 变换 的 推广 (=1 时 即 为 正 交 变换 ). 
正 交 变换 保持 图 形 的 大 小 与 形状 者 不 变 ， 而 相似 变换 只 保持 图 形 
的 形状 不 变 , 但 处 一 定 保 挤 大 小 不 变 . 

可 以 证 明 相 似 变 换 的 以 下 性 质 ; 

(i) 共 线 点 变 为 共 线 点 ; 

(ii 共 线 三 点 的 单 比 保持 不 变 ; 

《iiiy 两 直线 所 构成 的 角度 不 变 。 


天 32 于 


证 本 ”我 们 只 证 明 (iD, 共 余 (i), fiii) 留 给 读者 思考 。 
设 4, 瑟 C 为 共 钱 三 点 是 百 在 4, 人 之 间 , 因为 
[BBC | 
148] 1B2 1 1AC]| 
IAB|I+IBO| [lag’| 


芍 必 1AB|- |BCT ~ AGI| 

、 [Bi IBO'| 1AB8|+|BC] 
pi i 
生肉 LA'O"] [A0] 


但 由 于 吾 存 4,C 之 闻 , i 48| 寺 |8C|i = 一 id 所 以 
[1A'B'|+ | BO = 1A0'] 
咀 距 可 知 4', B,CO" 寺 点 匡 线 ,并 且 尼 在 二 C 之 闻 ， 

由 于 (0 (ay; 根据 定 立 3.2 知 相 似 变 换 是 仿 射 变 搞 . 

由 于 相似 变换 是 把 一 个 图 形变 为 与 它 相似 的 图 形 的 变换 ， 它 
把 盘 一 个 图 形 放 大 (或 者 缩小 ) 刻 售 LE 为 相似 比 )， 因 此 当 两 个 图 
形 李 亿 时 (如 图 3-$ 里 移入 4BC 瑟 和 4BCD 我们 可 以 把 其 中 一 
个 图 形 移动 到 与 另 一 个 图 形成 为 位 似 的 位 置 (如 将 六 ABC 移动 到 
六 A4BC)， 这 就 是 说 , 相似 变换 可 以 表示 为 一 个 正 交 变换 与 一 个 位 
似 变 换 的 有 乘积， 所 以 在 笠 儿 直角 尝 标 系 之 下 ， 想 似 变 搞 的 代数 表 
示 式 为 


(=r(reoad — Aysing} -i ce) 

s 0 3. 11 

他 一 pr(zsing-- yeosd)— ce (">0) 4 ) 
其 中 他 0, Cl Cs 为 四 个 独立 参数 ， 
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当 4=1 时 , 叫做 局 向 相似 变换 ; 

当 4= 一 1 时, 叫做 蜡 向 相似 变换 . 

不 难看 出 同 向 相似 变换 是 第 一 种 正 交 变换 与 位 似 变 换 的 乘 
积 , 异 向 相似 变换 是 第 二 种 正 交 变换 与 位 似 变换 的 习 积 . 

注意 : 同 向 和 相似 变换 与 异 向 相似 变换 世 可 以 分 别 写 为 


上 


x = By- es {3 12) 
yo a age 
一 五 
其 中 A-| =of+ 60>0 
bl Hl 
‘=gF 十 Dy 十 
与 世 好 1 宇 i¥ Ti! 《3.13) 
y=br—ayt cs 
- 4 名 汪 
其 中 入 二 5 a =— (g++ B10 
1 一 多 


仿 射 变换 的 特殊 情况 , 当然 不 止 以 上 刀 种 , 其他 情况 就 不 再 介 
绍 了 . 


习 题 

1 已 知 两 基点 4, B, 求 必 分 点 P 使 (4BP} 分 别 等 于 一 2, 一 1,0,1,2， 问 
哪些 是 不 可 能 的 ? 

2， 在 仿 射 对 应 的 定义 里 , 如 时 

《iD zad fasta 
下 x ay en TX 共 线 
未 证 ， 到 * 的 仿 射 对 应 基 透 视 仿 射 对 应 . 

3. 求 使 三 点 (0, 0)，(1 1D， 01, 一 也 变 到 三 点 (2, 3), (2, 5), (3, 一 分 的 和 
射 变换 . 

4。 求 便 直 线 一 0. 8 一 0，z 十 28 一 1 一 0 分 别 变 为 直线 z 十 g 一 0，z 一 # 一 
0, xz 十 28 一 1 一 0 的 仿 射 变换 . | 

5， 求 仿 射 变 铬 全 两 直线 gf 十 Bi 十 56 一 0，927 十 Bay 十 5 二 0 (其 中 Db; 
一 Gab 汉人 分 别 变 为 加， 区 贺 ， 且 使 不 在 两 直线 土 的 一 点 (wo, yo) 变 为 (1， 
- 334. 


二 ， 
6. 求 仿 射 变换 全 直线 x 二 2 一 1 二 9 上 的 每 个 点 都 不 变 , 且 使 点 (1, 一 1) 
恋 为 (一 1, 2)， 
?了 。 求 仿 射 变换 
和 一 7Y 一 了 二 1 
和 ta 
的 不 变 直线 ， 
8， 求 证 :; 在 仿 射 变换 下 , 两 个 不 变 点 的 连 线 上 的 任何 点 都 不 变 ， 
9 问 在 仿 射 变换 下 , 芋 形 有 哪些 性 质保 持 不 变 ? 
10， 下 列 图 谊 的 坊 射 对 应 图 形 各 是 付 么 ? (人 平行 四 地形; (i) 梯形 ; 
[ii 等 腰 三 角形 !; (iv)》 两 个 全 党 的 矩形 ; (VY) 三 角形 的 内 心 . 
11， 在 酉 圆 的 内 接 三 角形 的 项 点 作 切 线 梅 后 外 著 三 角形 ， 或 证 : 如 果 这 
两 个 过 角形 右 酚 半边 平 行 , 则 第 三 对 迪 也 平行 。 
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第 二 章 射影 平面 


本 豪 在 欧 氏 几何 的 基础 上 用 增加 无 穷 远 元 素 的 方法 来 建立 射 
影 平 面 ， 然 后 在 射影 平面 内 引进 齐 次 点 坐标 与 齐 次 线 坐 标 并 介绍 
射影 几何 里 的 一 个 重要 概念 一 一 对 偶 原则 ， 电 后 把 实 射 影 平 面 扩 
充 成 复 射 影 平面 - 


84 中 心 射影 与 无 穷 朱 元素 


4.1 中 心 射影 

直线 向 直线 的 中 心 投 影 : 设 了 与 所 是 同一 平面 内 两 条 不 而 的 
直线 ,0 足 在 此 平面 肉 但 不 在 工 与 二 上 的 一 点 . 

设 忆 是 上 上 上任 一 点， 若 OP 与 相交 ， 则 交点 瑟 别 做 成 PP 
从 口 投射 到 二 上 的 中 心 射 影 ，CP 叫 全 投 射线 ，DO 叫 他 投影 中 心 


( 射 心 ;， 显 然 了 也 是 户 在 1 上 的 中 心 射影 , 又 不 难 知 道中 心 射影 
与 投影 中 心 的 位 置 有 关 . 


如 果 荆 与 下 稻 交 ， 那 未 在 中 
心 投影 下 存在 一 个 一 重 虑 〈 自 对 
应 点 ), 期 习 与 站 的 交点 . 

翟 面 向 平面 的 中 心 投影 设 
x 与 x' 是 空间 里 两 个 不 同 的 平 
面 ， 口 是 空间 里 不 在 此 两 平面 上 
的 一 点 . 图 4-1 

设 卫 是 平面 7 内 仔 一 点 ,P 和 口 的 连 线 OP 交 平 面 x 于 点 已， 
虚 PP 明 做 也 在 zx' 内 的 中 心 射影 ,0P 叫做 投射 线 ， 吃 时 做 我 影 中 


了 


心 ( 射 心 }. 

正如 两 直线 税 的 中 心 投影 一 样 , 如 果 投 影 中 心 到 得 不 同 , 则 平 
面 内 的 点 在 x' 内 有 不 同 的 中 心 射影 ， 

不 难看 而 , 在 中 心 投 影 下 ， 平 而 z 内 的 直线 对 应 xw' 内 的 一 条 
直线 . 当 z 与 相交 时, 存在 着 一 条 二 重 直线 ( 自 对 应 直线 ), 这 就 
是 平面 地 与 上: 的 交 线 在 这 条 直 线 上 ， 每 一 点 也 部 是 二 重点 ( 自 
对 应 点 ). 

在 图 4-1 里 , 如 果 了 上 的 一 点 与 9 的 过 线 OV 与 ?平行 . 则 
点 不 存在 , 即 点 FF 无 中 心 射影 , 同样 在 上 有 一 点 厂 ' 不 存在 
i 上 的 中 心 射 影 , 因此 中 心 射 影 的 对 应 并 不 是 1 上 的 点 与 1 上 的 
点 之 闻 的 一 一 对 应 .我 们 把 点 了 叫做 直线 1 上 的 影 消 点 , 点 瑟 ' 叫 
做 直线 1 上 的 影 消 点 . 

同样 在 图 4-2 里 ， 者 平 商 = 上 一 点 下 与 局 的 连 线 OF 平行 于 


册 4-2 


平面 x, 则 点 六 的 中 心 射影 不 存在 , 严 时 做 二 上 的 影 销 点， 通过 吕 
与 平面 x' 平行 的 平面 9 与 z 的 交 线 车 为 v, 则 直线 5 的 中 心 射 影 
也 不 存在 , 直线 叫做 x 上 的 影 消 线 , 影 消 点 的 轨迹 是 影 消 线 、 类 
侯 地 ， 可以 定义 ¥ 面 亚 上 的 影 清点 与 影 着 线 ， 


« FR 


4.2 无 穷 远 元 讲 


现在 我 们 引进 一 种 新 的 元 素 一 一 无 穷 远 元 素 ， 以 保证 中 心 投 
影 具 有 一 般 性 ; 正如 在 推广 数 的 概念 的 过 程 中 引进 负数 和 零 一 样 ， 
从 而 保证 了 减法 运算 具有 更 大 的 一 般 性 . 

无 穷 远 点 ”在 图 4-I 里 ， 我 们 曾 看 到 次 线 计 上 的 点 与 直线 世 
上 的 点 之 间 经 中 心 投影 不 能 建立 一 一 对 应 ， 产 生 这 个 事实 的 原因 
就 在 于 两 条 平行 直线 宙 有 交点 ， 为 了 建立 一 一 对 应 ， 可 以 设想 在 
和 握 条 直线 上 引进 一 个 新 点 ， 并 上 且 与 两 相交 直线 只 有 一 个 交点 这 一 
绪论 卫 右 矛盾， 于 是 我 们 规定 : 

约定 一 ”在 平面 内 对 于 任何 一 组 平行 前 线 引 人 唯一 一 点 叫做 
无 穷 远 点 与 之 对 应 ， 此 点 在 组 中 每 一 喜 线 上 而 不 在 组 外 的 任何 直 
线 上 ， 无 穷 远 点 可 记 以 P。, 为 了 区 别 超 见 ， 平 面 内 原 有 的 点 则 叫 
做 有 穷 远 点 . 

炉 据 这 一 约定 ， 可 以 证 明 空 间 里 任何 一 组 平行 直线 也 有 且 只 
有 了 唯一 公共 点 仍 叫做 无 穷 远 点 ， 事 实 上 , 给 定 空间 一 组 平行 直线 ， 
取 定 其 中 一 条 直线 ， 则 它 上 面 有 唯一 无 穷 远 点 ， 再 取 组 中 另 一 直 
线 , 则 此 直线 与 定 直线 必 共 面 , 所 以 它们 只 有 唯一 公共 点 ， 即 上 上 面 
所 说 的 无 穷 远 点 。 问 理 可 证 此 点 在 组 中 每 一 直线 上 . 

还 可 以 证 明 , 一 直线 与 它 的 平行 平面 相交 于 一 个 无 穷 远 点 ( 司 
题 1). 

无 穷 远 直线 “一 平面 内 的 直线 的 方向 既 有 无 穷 多 ， 因 此 平面 
内 的 无 穷 远 点 也 应 有 无 穷 多 ， 平 面 内 所 有 的 无 穷 远 点 的 轨迹 应 污 
是 什么 呢 ? 由 于 每 条 直线 上 只 有 一 个 无 穷 远 点 , 所 以 这 个 轨迹 应 该 
与 平面 内 的 每 条 直线 交 于 唯一 点 。 如 果 采 用 平面 内 无 穷 远 点 的 轨 
迹 是 一 直线 的 说 法 即 可 满足 这 个 要 求 ， 于 是 我 们 规定 ， 

约定 二 “一 平面 内 所 无 穷 远 点 的 (点 ?集合 是 一 条 直线 ， 则 
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佑 无 穷 远 直 线 ， 无 穷 远 直 线 可 记 以 为 了 区 别 起 见 ， 平 面 内 原 
有 的 直线 川 做 有 穷 远 直线 . 

根据 这 一 约定 ， 可 以 证明 一 组 平行 平 首 相交 于 一 条 无 穷 远 直 
线 ， 事 实 上 , 给 定 一 组 平行 平面 , 在 组 中 一 个 平面 内 的 无 穷 远 直 线 
上 任 取 一 个 无 穷 远 点 ， 取 在 此 平面 办 对 应 于 此 无 穷 远 点 的 一 条 直 
线 ， 过 此 直线 作 一 平复 与 组 中 其 他 平面 相交 于 一 组 平行 直线 ， 于 
是 上 述 的 无 穷 远 点 将 在 每 个 平面 内 、 由 于 所 取 无 穷 远 点 的 任意 
性 , 所 以 给 定 的 一 组 平行 平面 精 交 于 一 条 无 穷 远 直 线 . 

无 穷 远 平面 ”空间 里 懂 有 无 穷 多 个 方向 ， 所 以 有 无 穷 多 个 无 
穷 远 点 ， 由 于 这 些 无 穷 远 点 的 轨迹 与 每 个 平面 相交 于 一 条 无 穷 远 
直线 ， 所 以 我 们 采用 空间 里 无 穷 远 点 的 轨迹 是 平面 的 说 法 ， 于 是 
我 们 规定 : 

约定 三 ”空间 里 所 有 无 穷 远 点 的 (点 ?集合 是 一 个 平面 ， 叫 做 
无 穷 远 平 面 。 无 穷 远 平 面 可 记 以 wx。 为 了 区 别 起 见 , 空间 里 原 有 
的 平面 叫做 有 穷 远 平面 , 

无 穷 远 点 .无穷 远 直线 ,无 穷 远 平面 统称 为 无 穷 远 元 素 ， 作 为 
平面 几何 里 的 无 穷 远 元 素 为 无 穷 远 点 与 无 穷 远 直 线 ， 


4.3 一 维 与 二 维 射 影 空间 的 概念 与 模型 


在 欧 氏 直线 上 添加 了 一 个 无 穷 远 点 以 后 便 得 到 了 一 条 新 的 直 

线 , 我 们 把 它 叫 做 仿 射 直线 . 如 果 将 仿 射 直线 上 的 有 穷 还 点 与 无 益 
远 点 同等 看 待 而 不 加 区 分 , 则 这 条 仿 射 直线 就 叫做 射影 直线 (一 维 
射影 空间 )， 反 过 来 , 如 果 在 一 条 射影 直线 上 任 取 一 个 特定 点 由 做 
无 穷 远 点 , 而 将 其 佘 的 眠 吗 散 有 穷 远 点 , 这 样 的 射影 直线 就 是 仿 射 
直线 . 如 果 在 仿 射 直线 上 再 去 掉 这 个 无 穷 远 点 ， 就 成 为 通常 的 欧 
氏 直 线 了 ， 如 图 4-3， 在 欧 氏 直线 上 添加 了 一 个 无 穷 远 点 P 后 ， 
就 得 到 一 条 仿 射 直线 , 它 可 以 看 作 是 欧 氏 平面 上 仿 射 直线 的 模型 ， 
. 39 =。 


和 4-3 
如 果 将 点 P 与 其 他 点 《有 穷 远 点 ) 不 加 区 分 , 则 得 射影 直线 , 射影 
直线 下 以 看 作 是 封 所 的， 国 此 欧 氏 平面 上 的 圆 常 用 作为 射影 直线 
的 模型 . _ 

间 样 地 ， 把 以 上 报 念 加 过 推 广 可 得 射影 平面 的 概念 ， 在 兢 氏 
平面 上 添加 一 条 无 穷 远 直 线 即 得 到 仿 射 平 面 ， 如 果 在 仿 射 平面 
上 ， 对 于 有 穷 延 元 素 与 无穷 远 元 素 同 等 看 等 而 不 加 区 分 即 得 到 射 
影 平 面 (二 维 射影 空间 )， 反 过 来 ， 如 果 在 射影 平面 内 到 定 一 条 直 
线 作 为 无 穷 远 直 线 , 诉 将 其 余 的 直线 作为 有 穷 远 直线 , 这 样 就 得 到 
仿 射 平面 ， 如 果 在 仿 射 平面 内 青 去 掉 这 条 无 穷 远 直线 ， 就 成 为 通 
常 的 欧 氏 平面 了 . 

现在 我 们 给 出 一 个 欧 氏 空间 里 的 仿 射 平 面 的 模型 . 

设 有 以 0 为 球 心 的 球面 ， 过 全 作 平 面 交 球面 于 大 赔 5， 如 图 
4-4, 我 们 规定 : 


图 4 
半球 面 态 为 伪 射 平面 , 大 圈 e 上 的 点 为 无 穷 远 点 , 过 人 口 的 每 一 
直径 在 “上 的 两 个 端点 当 帮 一 个 无 穷 远 点 ，&S 上 的 其 他 点 为 有 次 
远 点 ， 
根据 以 上 规定 , 大 团 6 就 是 无 穷 远 直 线 [。， 有 穷 远 直线 是 半 
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个 大 图 强 , 但 它 与 上 的 丁 个 交点 当 作 一 个 点 , 晶 为 该 下 线 上 的 无 穷 
远 点 ， 

这 样 , 我 们 得 到 了 欧 氏 空间 里 仿 射 诗 面 的 模型 ， 

如 果 平 面 x 切 半 球面 8 于 南极 ,4 为 如 上 的 任何 虑 ,04 变革 
于 4. 

令 gp: A>A'. 

则 罗 是 态 的 点 与 5 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ， 并 且 w 使 得 大 图 ce 
《总 上 的 无 穷 远 直 线 ) 对 应 上 的 无 穷 迹 直线 . 

思考 :在 仿 上 如 何 得 到 一 组 平行 直线 ? 

在 以 上 的 模型 里 ， 如 果 对 于 有 穷 远 元 素 与 无 穷 远 元 素 同等 看 
等 而 不 加 区 分 , 则 所 得 到 的 就 是 欧 氏 穹 间 中 射影 平面 的 模型 . 

射影 直线 与 欧 儿 直线 很 不 相同 ， 便 如 在 射影 直线 上 两 点 并 不 
能 决定 唯一 一 个 线段 ， 其 上 三 点 也 难 拟 说 明 哪 一 点 介 于 另 两 点 之 
间 .， 同样 , 射影 平面 也 与 欧 氏 平面 很 不 相 朵 , 例如 射影 平面 上 一 直 
线 并 不 能 把 该 平面 分 成 两 部 分 ， 射 影 平面 上 两 直线 也 不 是 把 该 平 
面 分 成 四 部 分 等 ， 还 应 注意 在 射影 平面 内 任何 两 直线 都 相交 。 


44 图 形 的 射影 性 质 
在 引进 无 穷 远 元 素 后 ， 将 一 直线 上 的 影 销 点 与 另 一 直线 上 的 
无 穷 这 点 建立 点 的 对 应 , 如 图 4-1, 直线 工 上 的 点 下 对 应 直线 六 上 
的 无 穷 还 点 ,了 上 的 无 穷 远 点 对 应 六 上 的 点 镀 '， 这 样 就 建立 了 直 
线 芋 的 点 与 直线 二 的 点 之 闻 的 一 一 对 应 ， 这 种 通过 中心 投影 所 
建立 的 两 直线 点 之 间 的 一 一 对 应 叫做 … 直 线 之 闻 的 透视 对 应 ， 向 
样 , 在 85[ 和 无穷 远 元 素 后 , 也 可 以 通过 中 心 投影 建立 两 平面 的 点 之 
冰 的 一 一 对 应 , 叫做 二 平面 之 癌 的 透视 对 应 ， 它 使 一 平面 上 的 影 消 
线 对 应 另 一 平面 上 的 无 穷 远 直线 ， 如 沟 4-2， 平 而 x 上 的 直线 2 
对 应 平面 =” 上 的 无 穷 远 直 线 . 
全 学 了 


思考 : 二 平面 他 的 迹 视 对 应 与 三 平面 间 的 透视 仿 射 对 应 的 甘 
系 如 们 [? 

我 们 将 图 形 经 过 中 心 投影 后 布 蛮 的 性 策 ( 景 ) 叫 做 图 形 的 射影 
性 质 ( 射 影 不 变量 ). 

不 难看 出 ， 阿 素性 、 结 合 性 都 是 射影 性 质 , 又 部 二 次 曲线 经 过 
电 心 投影 的 象 还 是 二 次 曲线 ， 所 以 二 次 曲线 这 一 概念 可 以 说 是 射 
影 概 念 ， 应 该 注意 , 如 果 图 形 的 性 质 经 过 某 些 中 心 投影 后 不 变 , 而 
不 是 在 和 企 何 中 心 投影 下 都 不 变 , 这 种 性 质 并 不 是 图 形 的 射影 性 质 . 
例如 一 个 加 的 忠心 投 影 的 象 可 能 基 圆 ， 但 不能 保证 区 的 尾 何 中 心 
投影 的 象 都 一 定 是 圆 ， 因 此 曲线 为 圆 这 一 性 质 不 是 射影 性 质 ， 由 
于 我 们 可 以 将 江 相 交 直线 投影 成 二 平行 直线 (习题 2 (让 ), 所 以 二 
直线 的 平行 性 也 不 是 射影 性 质 ， 另 外 ， 重 要 的 仿 射 不 变量 单 比 也 
不 是 射影 不 变量 , 对 此 可 由 以 下 例题 说 明 : 

如 图 4-5, 设 6 是 以 口 为 硕 点 的 角 之 (a,5) 的 平分 线 , 以 直线 二 
与 ! 分 别 玲 三 直线 e 六 c， 交 点 分 别 为 4, B,D 与 4', B', C0' 使 得 

4 人 二 人 | 二 全 人 | 号 | 


主 是 


| 


所 以 区) 让 人工 
因此 说 明了 单 比 再 是 台 影 不 变量 ， 

下 道中 入 两 个 重要 的 射影 概念 . 

定义 4.1 -直线 上 所 有 点 的 集合 叫做 点 列 , 此 直线 奎 做 点 列 
的 底 ， 以 二 为 底 , B,C, 一 为 元 党 的 点 列 记 为 六 4 B,C …), 

定 尖 442 一 平面 内 通过 一 点 的 所 有 直线 的 集合 叫做 线 来 ， 
庇 点 帅 做 线 上 东 的 中 心 ( 或 硕 总 )， 有 以 侣 为 中 心 ，w 5, 为 元 率 的 
线束 记 为 OCa, Do 

虚 列 与 线束 的 扰 雪 分 别 为 点 与 直线 ， 旱 然 点 询 与 线束 部 是 射 
影 慨 念 , 点 列 与 线束 经 中 心 投影 后 的 象 还 分 别 为 点 别 与 线 来 . 


4.5 利用 法 影 到 无 穷 迹 证 明 几 何 题 

给 定 平 面 # 与 其 蕊 任何 直线 六 则 可 这 选 收 平 协 于 与 投影 中 
心 广 使 得 ?对 应 地 上 的 无 穷 远 直线 , 亦 因 ?了 为 内 的 影 消 线 ， 这 
一 过 程 可 以 岂 要 “将 直线 二 授 影 测 无 穷 运 ”， 利 用 这 种 方法， 可 以 
证 明 某 些 几何 问题 . 

例 ”如 图 4-6-1， 设 三 直线 已 Po， 人 如， 情 站: 迹 于 一 点 8， 
PiPs, 如 中 Ra 分 别 变 两 直线 Oz Oxs 于 PI， 91， 与 Py, Qi 


$s I 所 


下 


求证 直线 PQ 与 Pz 的 次 点 , 细 吕 :与 人 0 辣 的 充 点 , RP; 
与 Pi 的 交点 在 一 直线 上 ,有 日 浙 在 的 直线 通过 如 ， 

证 明 将 真 线 08 找 吉 到 无 穷 返 ， 这 只 常 在 真 线 Ox1, 0zs 所 
定 的 平面 7 外 任 取 一 点 TF, 取 平面 z' 平行 于 FF 与 O08 ee 
则 以 子 为 授 影 中 心 奸 站 的 三 加 于 的 中 心 投影 将 O05 投影 成 严 
无 窍 远 直 线 O68.( 罗 4-6-2). 

设 3 2 Pi BR PS 24 性 分别 为 Ya, Ps 四 1 RR Pa Was 
Ri 在 此 中 心 投影 下 的 象 . 

在 图 4-6~2 对 ,显然 直线 PI 与 PY! 的 交 后 ; 81 与 人 dRR1 
的 灾 点 ,RIPs 与 BP 了 Pi 的 交点 在 一 直线 上 ,是 所 在 的 直线 于 行 于 Pi， 
,Ri 所 在 的 直线 或 Po 0, R3 所 在 的 直线 . 

由 于 中 心 投影 保持 结合 性 不 变 ， 所 以 在 图 4-6-I 里 有 直线 
PQs 与 Pa 的 交点 , 久 昼 : 与 aR 的 交 虑 ， 玉 Ps 与 RgPi 的 发 点 
在 一 直线 上 匡 点 口 也 在 这 三 点 所 寿 的 直线 上 . 


习 题 

41， 求证 ，- :直线 与 它 的 平行 平面 相 磷 王 一 个 无 穷 过 点 . 

2，6 求证 ， 福 变 于 影 消 线 上 的 一 站 线 抱 影 成 二 平行 直线 . 

《iiy 求证 任意 熙 边 形 可 以 投影 成 平行 四 边 形 , 

3， 在- 平 曾 的 嵌 消 全 | 取 定 两 点 了 ， 鲜 ,为 读 平 而 内 任何 点 ， 求 证 : 
一 PER 投影 后 守 于 常量 . 

4、 如 时 将 平 醒 工 上 :证 贞 线 和 以 提 基 投影 中 心 投 影 到 平面 x" 上 得 直 
绥 p， 发 证 ; 省 点 日 变 动 时 .pp 通过 - 定点. 

5， 设 口 X.OF.OF 为 三 志 自 到 ,如 为 二 征 点 , 共 迷 线 通过 点 个 , 点 咏 ” 
DZ 上 的 动 点 ,时 于 线 4, RB 分别 溉 从 ,OF 可 已 和 求证 : PY 通过 上 

6、 设 #,B 为 二 定点 ， 瑟 了 为 定 占线 。 FY 上 什 取 两 点 PP, 他 又 AP 
与 B89 交 于 下 旭 1i BP 交 于 导 ， 求证: LW 通过 .4B 上 一 定点 。 
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$5 和 贡 沙 格 (Desargues) 短视 定理 


在 本 节 里 证 明 射 影 求 面 上 一 个 重要 定理 -一 关于 三 点 形 的 笛 
圳 格 定理 ， 

定义 5.1 平面 内 不 共 线 的 三 点 与 其 每 两 点 的 连 线 所 组 成 的 
图 形 蔬 做 三 点 形 ， 平 面 内 不 共 点 的 三 直线 与 其 每 上 黄 直线 的 交点 所 
组 成 的 图 形 叫 做 二 线形 . 

由 定义 5.1 可 见 三 点 形 或 三 线形 都 含有 不 共 线 的 三 个 点 以 及 
这 三 点 两 两 相连 的 三 条 直线 ,前 者 叫做 顶点 , 后 者 叫做 过。 它们 实 
际 上 是 同一 种 图 形 . 

三 点 4, B,C 所 给 成 的 三 点 形 记 以 4BC， 两 个 三 点 形 4BC 与 
4B'C' 之 间 可 以 指定 相互 的 对 应 顶点 ， 通 过 对 应 硕 点 的 边 叫做 对 
应 边 ， 例 如 在 三 点 形 4BC 与 4 8'C' 里 指定 4 与 4, BB 与 8, 0 
与 台 为 油 应 顶点 ,这 时 AB 与 AB', BC SBCO',CA 与 C0' 4’ 就 是 
洲 应 边 。， 美 于 三 点 形 有 下 面 的 著名 定理 . 

定理 (第 沙 恪 ) 如 果 两 个 三 点 形 对 应 顶点 的 连 线 交 于 -一 点 ， 
则 对 应 边 的 交点 在 -直线 上 . 

证 明 设 有 三 点 形 4BC 与 4B'C", 对 庶 顶 点 连 线 44, BB'， 
CC' 变 二 一 点 OQ， 对 应 边 Be 与 BC 的 交点 为 三，C4 与 C04! 的 
交点 为 了 ,4B 与 汪 号 的 交点 为 Z。 要 证 芒 , 了 ,2 在 一 直线 上 . 

情况 0). 4BC 与 4 BC' 位 于 不 同 的 平面 = 与 内 (图 5-1), 

国 BC, B'C' 都 在 五 点 0, B, B',C, 0’ 所定 的 平面 内 , 所 以 二 直 
线 BC，B'C' 相交， 交点 既 在 = 内 也 在 zx' 内 ， 因 此 点 下 存在 且 在 
zt 与 x' 的 交 线 上 ， - 

同 弄 , C4 与 C'4',48 与 4B' 也 都 相交 且 交 点 在 75 与 的 交 
线 上 ， 

门 学 守 由 


图 5-2 


因此 三 点 ,了 ,2Z 在 一 直线 上 . 

情况 (i)，ABC 与 4 B'C' 位 于 同一 平面 x 内 (图 5-2). 

道 过 口 作 不 在 * 内 的 直线 DD, 在 上 任意 取 两 点 匡 ,上 '， 

由 于 直线 47， 4 工 位 村 直线 也 与 04 由 所 决定 的 平面 内 ， 所 
以 直线 4 与 A'L' 相交 ,交点 记 以 和 业 . 

同 十 : 直线 BL 与 B'L' 相 光 ， 交 点 记 座 8”"。 直线 OL 与 0 
“oA6 。 . 


相 脆 ,交点 记 芝 CC". 

三 点 4B",0" 所 决定 的 平面 与 x 不同 ( 例 如 村 不 在 x 内 ). 

考虑 三 点 形 LBO 与 5'B'C', 二 震 不 在 同一 平面 内 ， 由 于 LD， 
BF, CO!' 交 于 间 一 点 0， 所 以 根据 情况 人 知 BC 与 BO'，OL 与 
CC 了， BL 与 B'L 交 于 同 -~ 直线 上 的 点 , 即 下 ,0”"，B"， 在 一 胃 线 
上 .因此 芯 在 平面 4"B”"C" 内 ， 但 下 也 在 平 画 x 内 ， 这 说 明 六 在 
网 不 同 平 基 与 4'B"O" 的 交 线 上 ， 

同 理 , 了 ,多 也 在 平面 = 与 4 B'C"' 的 交 线 上 , 

所 以 三 点 开 , 了 ,名 在 一 直线 上 . 

和 芝 钞 略 定 理 的 复命 是 也 成 立 , 即 有 有 以 下 定理 ， 

定理 ”如 果 两 个 三 点 形 对 应 边 的 交点 在 一 直线 上 ， 则 对 应 顶 
点 的 连 线 交 于 一 点 . 

这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 思考 . 

定义 5.2 如 果 两 个 三 点 形 对 应 边 的 交点 共 线 ， 则 所 在 直线 
叫做 它 公 的 透视 辅 ; 如 果 两 个 三 点 形 对 应 顶点 的 过 线 共 点 , 则 公共 
交点 叫做 它们 的 迁 视 中 心 。 

条 处 格 定理 与 着 定理 说 明 : 两 个 三 点 形 如 果 有 透视 中 心 , 则 必 
有 透视 轴 ; 反 过 来 , 如 果 有 透视 轴 , 则 必 有 透视 中 心 ， 如 果 笛 沙 格 
定理 成 立 , 这 两 个 三 点 形 就 叫做 透视 的 

注 : 笛 钞 格 定理 是 射影 几何 的 重要 定理 ， 许 多 定理 以 它 为 根 
据 ， 就 两 个 三 点 形 在 同一 平面 的 情况 而 言 , 在 进行 证 明 时 , 我 们 利 
用 了 空间 作 图 ， 因 此 很 自然 地 会 问 : 笛 钞 格 定理 能 不 借助 于 空间 
图 形 来 证 明 吗 y 回答 是 否定 的 ， 因 此 只 就 平面 射影 几何 而 言 ， 笛 
阔 格 定理 必须 选 作 公理 . 

例 1 直线 4B 与 QD 交 于 U， 直 线 /0 与 BD 交 于 VF， 直线 
UF 分 别人 更 40, BC 于 了 ,0Q, 直线 BF 与 4C 痰 于 图 5-3). 

求证 三 直线 L5G, CF, 4D 交 闻 一 点 . 

和 器 


i 
图 5-3 

证 明 ”考虑 三 点 形 4FL 与 CC. 

对 应 边 FL 与 C5, AL 与 UG, 4F 与 UC 分 别 交 于 贞 B,V, 了 D. 

由 于 马 站 ,DD 三 点 共 线 , 所 以 根据 笛 宵 格 定理 的 道 定 理 知 三 直 
线 AU, FO, LG 共 虑 ， 

例 2 设 三 点 形 4BC 与 和 4B'C' 为 透视 的 , BC' 与 书局 ,如 机 与 
Cd AB' 与 48 分 别 交 于 点 五 于 ,站 (图 5-4). 


睛 5-# 


» 4 


求证 (i BC, BC, HN 共 点 ， 
(iiy 三 点 形 IWMN 与 4B0, 4'8'C' 都 透视 
证 明 设 三 点 形 480 与 4 B'C' 的 透视 中 心 为 0 
考虑 三 点 形 BC4 与 B C4， 令 BO 与 B'C' 的 交点 闵 T 由 于 
BB',CCO', 4'4 交 于 一 点 上 O, 所 以 根据 箭 圳 格 定理 知 , BC 与 0O" 的 
变 点 了 ,C4 与 0'4 的 变 拒 肛 , B4' 与 B'4 的 交点 六 三 点 共 线 ， 因 
此 BO0,B'C', WN 交 于 一 点 也. 
间 理 ,C4,C4 NI 交 于 一 点 评 。AB，A'B'， 有 HL 交 于 一 点 
仿 ， 得 是 5, 了 7T, 三 点 共 线 (因为 三 点 形 4BC 与 4B'C' 透视 ),， 所 
， 以 三 点 形 LMN 与 480, 4'B'C' 都 透视 ， 5), (ii) 皆 得 证 . 


习 
I1。 在 欧 氏 平面 内 , 六 4BO 的 高 线 为 4D, 百 五 .大 下， 另外 ,BC 与 BF 交 十 
A 与 PD 交 于 了 , 4B 与 DE 交 二 2， 求证 ; 三 点 是 ,了 ,区 凌 纵 . 


2， 设 a, zz 为 平面 内 四 条 直线 , 不 许 先 作 49,8 的 交点 与 5,8 的 交点 ， 
求 作 一 直线 通过 这 两 个 交点 . 


有 辕 5-5 
3， 设 4B80D 是 一 个 四 面体 , 点 玉 在 BC 上 ， 一 直线 通过 下 分 别 交 4AB, 
A0 于 P.@. 男 一 直线 通过 坚 分 凑 实 DB, PC 于 再 3， 求证 : PR 与 8S 的 交 
点 在 AD 下 ， 


4， 设 三 个 共 面 航 三 点 形 是 陋 丙 成 远视 移 且 有 公共 的 各 视 中 心 ， 求 证 : 


4 和 


兰 朋 视 辆 交 于 一 点 . 

5- 议 存 商 点 乒 了 与 三 以 及 三 合共 线 点 8，4，4 .过 呈 作 直线 分 别 训 
7. 于 三- 又 其 4 与 下 交 于 点 P。 求证 :点 了 的 埋 迹 为 过 1Y 交点 
的 一 直线 . 

6。， 设 有 三 点 形 4BO， 在 三 边 BC, 04, 48B 上 分 别 肥 点 4', B,C BO 
与 BC 变 于 囊 Cd 与 C4 交 于 保 AB' 与 几 B 友 于 百 ， 及 FH 与 BB' 问 于 
型, FG 与 CO 奖 于 入 ， 求 证 :三 直线 和 MG, 和 WH, BC 交 于 一 点 . 

7 设 4，B, 人 是 不 共 线 点 ， 卫 是 过 人 的 一 条 定 直 线 上 的 动 点 。AP 与 
BC 变 于 天 ,4 与 BP 诡 于 了 ， 求 证 :XY 通过 一 个 定点 ， 


§6 齐 次 点 坐标 


6.1 齐 次 点 坐标 


当 欧 氏 直 线 规 定 了 方向 ,原点 与 单位 线段 以 后 , 即 建立 了 笛 氏 
坐标 系 ， 它 使 有 穷 远 点 与 实数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ， 从 而 确立 了 
欧 氏 直线 上 点 的 坐标 的 概念 。 当 引入 无 穷 远 点 后 ， 无 穷 远 点 宙 有 
坐标 ， 为 了 刻 划 无 穷 远 点 , 我 们 引 人 齐 次 点 坐标 ， 

一 维 齐 次 点 坐标 

定 作 8.1 设 欧 民 直线 上 有 穷 远 点 己 的 管 氏 坐标 为 则 满足 


Ta = 的 二 “ 数 xi， zzt 其 中 T2300) 叫做 点 了 的 齐 次 ( 笛 氏 ) 坐 标 ,。 记 


以 PKzb wa)， 而 当 z2==0 时 , 即 (zy 0)( 其 中 寺中 或 (1,0) 规 定 为 
直线 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 ( 管 氏 ) 坐 标 . 

由 定 关 .1 可见: 

(i) 不 同时 等 于 零 的 任何 次 个 数 x1,，zx: 在 轴 上 确定 唯一 一 个 
点 Pz zs); (0, 中 不 能 决定 一 个 点 ; 

Ci) 如 果 p 志 0D, 则 (pz zz 与 (zl sa) 决定 同一 点; 

Cii) 如 果 zs 志 0, 则 Plz 2z2) 为 轴 上 一 个 有 穷 远 点 ， 它 的 笛 氏 


二 本 从 


玲 标 为 x 一; 


二 
fiv) 如 果 如 二 D xD0， 则 PCzo 人 ;或 P00) 为 轴 上 的 无 穷 
要 特别 注意 , 对 于 轴 上 任何 点 (有 穷 远 或 无 穷 远 ) 它 的 齐 次 坐 


标 有 无 穷 多 组 ， 又 如 果 P(zh za) (42 寺 0), 则 x 一 时 叫做 点 卫 的 非 
齐 次 坐标 , 无 穷 远 点 没有 非 齐 次 坐标 ， 


二 维 齐 次 点 地 标 

在 欧 氏 平面 内 建立 二 维和 伴 氏 坐标 ( 直 交 或 因 变 )， 则 可 使 平面 
内 的 者 穷 远 点 与 有 序 实数 眉 之 间 建 立 一 一 对 应 ， 从 而 确立 了 平 秆 
内 点 的 坐标 的 概念 ， 为 了 刻 划 无 穷 远 点 ， 我 们 引信 二 维 齐 次 点 
坐标 ， 

定 尽 上 B 2 设 欧 压 平 面 内 点 了 的 笛 氏 举 标 为 {5,#)， 则 满足 
于 一 下 一 的 三 数 过 ,zw za《 其 中 二 0) 则 伍 点 卫 的 齐 次 ( 符 氏 》 


多 
坐标 , 记忆 Pr zay zs)， 

由 定义 5.2 可 见 , 平面 肉 一 点 的 齐 次 坐标 有 无 穷 多 组 ; (p71， 
Pza Pzs)( 其 中 Pp 和 所 0) 和 (zi za zt) 为 回 一 点 的 齐 次 坐 丘 ，、 为 了 区 
别 起 见 , Cz, 扣 四 做 点 卫 的 非 齐 次 坐标 . 


ss SF 二 


设 有 直线 
一 2X 十 力 {6.1) 

当 二 举 标 轴 直 交 时 ，=188 即 为 直线 的 斜率 【其 中 8 为 
斜 角 ). 

当 二 学 标 轴 笑 交 时 ,4 二 二 元- 其 中 8 为 斜 角 ，o@ 为 一 全 
标 辅 的 交角 . 

如 果 在 (6- 了 ) 里 5 变动 , 而 4 不 变 也 就 是 8 不 变 , 则 (6. 1 表示 
一 组 平行 直线 . 

现在 取 (6. 1) 里 -- 定 直线 1， 即 入 .5 均 为 定 值 ,上 一 点 忆 的 非 
齐 次 坐标 为 (z，4z-+5)， 其 齐 次 坐标 为 《z，25+5，1) 或 (1，2 
十 定 ,三 ). 当 呈 从 了 上 两 个 方向 趋 于 无 穷 远 时 ， 即 当 4- 一 > 十 oo 或 


rz 一 > 一 co 时 得 点 了 的 齐 次 坐标 的 极限 为 (1, 0)， 这 是 与 5 无关 
的 一 级 数 ， 因 此 可 以 卉 定 以 4 决定 的 方向 的 无 穷 远 点 的 无 数组 齐 
次 从 标 为 Cp, P2,00( 其 中 Pp 志 0)， 即 有 以 下 定 尽 ， 

定 女 6. 4 酝 何 二 个 有 序 实 数 {ri Xa 0) {其 中 二, 妆 0)， 
茎 = 规定 为 以 认 一 坐标 负 直 交 时 为 斜率 ) 决 定 的 方向 的 无 穷 远 
点 的 齐 次 坐标 ; 《0, zz, 0)( 其 中 民 半 站 或 (0, 1, 0) 规 定 为 y 轴 方向 
的 无 穷 远 点 的 章 次 坐标 . 


注意 : 在 {ziy zz 9) 中 ,如果 21 二 fs 二 Ya 一 他 ， 山 4 林 定 , 故 证 有 
以 (00,0,0) 为 碟 标 的 点 . 


6.2 直线 的 齐 次 坐标 方程 


定义 6.4 在 齐 次 点 坐标 中 , 设 有 一 直线 和 一 个 以 (z1, za Ts) 
为 访 动 点 的 齐 次 坐标 所 构成 的 方程 ， 如 果 此 方程 能 鲍 且 仅 能 使 被 
S52 * 


读 直 线 上 的 点 的 齐 次 坐标 所 满足 ， 则 比方 香 叫 巩 污 直线 的 齐 次 点 
坐标 方程 ， 简 称 齐 次 方程 ， 这 时 也 称 读 直 线 为 此 方程 所 决定 的 直 
线 . 

不 难 证 明 以 下 定理 . 

定理 8.1 设 - 表 线 的 非 章 次 方 称 为 

Gx dy 二 30 (atl+toai=0) 
则 此 直线 的 齐 次 方程 为 
dr: Gor tats =0 tq- ai 和 0) C8. 2) 
并 且 反 过 来 世 成 立 ， 
由 于 (6.2) 不 含 常数 项 , 所 以 它 是 者 次 的 ， 


BE1 小 25a 一 人 (a: 十 50) 《6. 3) 
定理 6.2 盛 穷 证 直线 的 齐 深 方 程 为 
人 2 一 站 {6. 4) 


注意 :无穷 远 直线 无 闫 齐 次 方程 , 


6.3 齐 次 点 坐标 的 应 用 
为 了 简便 起 见 ， 坟 后 常 把 一 点 C231，Xs，39) 册 人 微 点 7?， 记 以 2 
云 (x1 Xa; X33)， 把 一 宜 线 1 十 X22 二 fara 守 00 吕 收 直线 = 二 0, 记 以 
WEL t=, 
定理 6.3 两 点 5 重合 的 充 要 条 件 是 簿 阵 
al fs 
b. bs 2 
的 秩 为 1, . 
证 明 两 点 (a er 93), (254, 52, 53) 便 合 的 充 受 条 件 是 


EL Wr .dg 


61 b: ba 
sw 3 二 


明 人 在 2 ”) 
五: bo D3 
的 秩 为 1 


类 但 地 有 
定理 6.3 两 直线 wx=0,B8=0 重 合 的 充 昌 条件 是 矩阵 


人 {fa 好 3 
b, bs hs 
的 秩 为 1 


定理 6.4 两 个 不 同 点 4,5 的 这 线 的 齐 次 方程 是 
XI1 za wy 
二 入 (6. 5) 


1 U2 ds 


bl be Da 


( 简 记 为 ixab| 一 9。 
证 明 及 和 和 十 aza 寸 maya 一 个 
为 所 求 的 二 线 方程 . 
因为 直线 通过 两 点 (a, ga gg) CDi pa 53), 所 以 
PG Pads rad3 = 0 
Pid rb ?fabs =O 
由 上 而 三 个 式 子 消去 ru ?2, rs 即 得 (6.5) 式 .、 
类 伺 地 有 
定理 6.4 两 条 不 同 当 线 ww=0，B=0 的 交点 的 齐 次 坐标 是 


) 


定理 6.5 三 个 不 同 点 4,5,c 共 线 的 充 要 条 件 是 
dl fd fa 
b, ba bs 


C1 Ce Cy 


iH3 Hl 
b, pb 


Ul Ga 


b: ba 


da Ha 
Ds bs 


3» 了 


一 0 


= 写 芝 时 


的 秩 为 2. 
证 明 ”出 定理 6. 4 知 通过 4, 两 点 的 直线 的 齐 次 方程 是 
|xap| =0 
因为 点 c 在 上 式 所 决定 的 直线 上 , 而 此 情况 的 光村 条 件 是 
[eab| =0 
BF aae =0 


因 三 点 不 同 , 所 以 其 化 标 所 构成 的 方 阵 的 秩 为 2. 
定理 .5 三 条 不 同 直 线 & 一 0, =0,7 一 0 共 点 的 完 要 条 件 


是 
WI 89 人 3 
mi， pe as|=0 . 
C1 Ca C3 
或 
#1 {2 fa 
[ bo | 
Ci ca Cy 
的 铁 为 2. 


证 明 三 直线 &==0. 8=0?=0 其 虎 的 充 要 条 件 是 方程 组 
RI ra Gazs 一 站 

百 21 十 Bro Para— 0 

CFI 二 Cor Cars CO—0 

有 韭 零 解 。 所 以 此 方程 组 除 x 二 0, fz 二 0, x3 二 0 外 还 有 其 他 解 , 而 
此 情况 的 充 归 条 件 是 


lave|=0 
站 了 了 » 


办 三 直线 不 同 ， 所 以 其 方程 的 系数 所 构成 的 方 阵 的 秩 为 2. 

例 1 在 无 穷 远 直 线 上 可 两 点 41, 4z, 又 在 无 穷 远 直线 外 到 一 
虑 4， 以 A145, 43 分 别 为 z 轴 ,8 加 , 43 为 原点 建立 笛 氏 齐 次 华 
标 系 (4;4:4s 则 杉 雁 标 三 成形 ). 如 果 有 成 PCP, 9, 有 有，Pa( 了 ,9,)， 
Palf, ¥, 7). 

(i) 求证 : PoPs 与 A444; 的 交点 ，Padi 与 44 的 交点 ，PPs 
与 44z 的 交点 三 点 基线 并 求 出 所 在 直线 的 方程 ; 

【ii 如 果 f98 = 29r， 求 证 : APa，AsPa，AaP 基点，d,Ps, 
4P 和 Ps 但 共 点 . 

证 明 : (i PsP; 的 方程 是 


W Xa wg 
f 4 kiI=0 
了 yy 7 
即 (gr 一 9 有 zi 人 天 一 rz 二 (有 9 一 fr 
又 42ds 的 方程 是 
x1= 0 


所 以 得 PP 与 A444; 的 变 点 为 0; 9 一 ,7 一 上 
网 理 , PsP 与 4 的 交点 为 (Pp -了 ,0. rr). | 
PP 与 4 的 交点 为 (1 一 2,49-…9,0)， 
0 g~9 了 一 有 | 
p—f 0 hrl=0 
fp? 94-9 0 
因此 , 三 点 划 钱 且 所 在 直线 的 方 径 是 


六 | 2 Ta 


由 于 


即 Te 3 0 


人 


《iD Ps 的 方程 是 hrs 一 344 一 0.. 
A,P, 的 方程 是 fra— ?rr 一 0. 
44Pi 的 方程 是 89z: 一 zzs 一 0。 


些 三 直线 未 点 的 充 要 条 件 是 
.0 hq 
[i » 0 f=0 
|g ~p 0| 
到 foh = pr 


同 理 可 证 、f9h :p97 也 是 三 直线 41P; AsPi, AsPz 共 点 的 充 
要 条 件 . 
定理 人 .6 以 两 不 同 已 知 点 &% 志 的 连 线 为 底 的 点 列 的 点 的 从 


标 能 鲍 与 作 旧 侈 能 够 写作 1 二 ma& 其 中 避 m 为 不 全 为 零 的 常数 ). 
证 明 ”因为 
| #1 Fa a | 
5， bs 5， i=0 


12 mb la mh, last mpbs | 
所 以 根据 定理 6.5 知 Le mb 表示 以 4， 上 8 连 线 为 底 的 点 列 
反 过 来 , 设 c 为 ,5 连 线 上 的 一 成 ， 则 由 于 三 点 8 6 共 线 ， 
所 以 根据 定 三 6.5 有 


15， Bb Bb |=0 
1 Ca Ca 
因此 有 不 金 为 零 的 数 辣 ,mm',%' 使 
La mb Rc 0 (i=1,2,3) 
但 旺 全 去 条 和 否 划 将 有 az2 重合 ), 所 以 可 令 


#4 $7 » 


因此 Ci= iait mb, (t= 1,2,3) 
【其 中 也 吕 为 不 全 为 零 的 常数 ) 
即 e 的 坐标 可 以 写作 
eo =20 + mp 
推论 ”三 相 异 点 a, 5,¢ 共 线 的 充 要 笨 伯 是 有 三 个 全 不 为 零 的 
常数 8,4,7, 使 
了 GT 十 por 一 站 (t=1,2,3) {6. 6) 
定理 6.6 以 两 不 辣 已 知 直 线 &=0，B=0 的 交点 为 中 心 的 
线束 的 直线 的 方程 能 够 写作 旦 仅 能 够 写作 
Ya mp 一 0 其 中 4m 为 不 企 为 零 的 常数 ) 
证 明 ”因为 
i a {fz as | 
bl bo 8a | 一 修 
amb: Lot mba (Last mb 
所 以 , 根据 6.5 知 ig 十 m=0 表示 通过 &= 一 090， 二 0 交点 的 直线 
的 方程 . 
了 反 过 来 , 与 定理 6.6 类 似 ， 可 以 证 明 通 过 &%=0, 8 二 0 的 交点 
的 任何 直线 的 方程 可 以 表示 为 ampB=0f 其 中 忆 1w 为 不 全 为 
零 的 常 烤 ?的 形式 . 
推论 ”三 相 异 直线 4 二 0, 记 =0, > 一 0 共 点 的 页 要 条 件 是 有 全 
不 为 零 的 津 数 8, 9.7 使 
Poi+ gpi+ry=0 《6.7) 
例 2 人 设 平面 内 三 个 不 共 线 点 4 二 (Ca, as 03), =(b, 5 
za) CE 三 fc co cs， 求证 : 平面 内 任何 点 的 坐标 可 以 者 示 为 
ta mo, dd- nes {2 二 1, 2,3) 
{其 中 4，m, 为 不 全 为 零 的 常数 ) 
(ii) 设 再 有 点 4 三 (ab da G3)，& Bo 芋 四 点 共 面 其 中 无 三 
和 


点 共 线 。 求 证 : 有 由 个 全 不 为 零 的 党 数 了 ,9,7,5 使 
pai 下 下 上 re; -sdi—0 (£1,2,3) 
由 此 再 推出 : 6.5, 6,4 四 点 的 举 标 可 以 适当 选取 为 《a1, as, a4)， 
《有 2 53), (cy C2, es CE, 2, 03), 而 使 
a 二 Tb 上 十 人 一 人 {7 =1,2,3) 
证 明 (Qi) 设 苹 为 平面 内 任何 成. : 
如 果 避 为 4a, Be 三 者 之 一 ， 则 志和 ,关中 将 有 两 企 为 图 
如 果 了 位 于 a,b,c 里 某 遇 点 的 连 线 上 ， 则 扬 7m,# 中 将 有 一 个 
为 窟 ; 
如 果 不 局 于 上 面 两 种 捕 况 ， 邻 f 芋 为 #48 的 连 线 与 5,c 的 这 
线 的 交点 (图 6-2)， 则 根据 定理 6.6 知 a 
dipa, 1- gt; {2=1,2,3) 
由 于 点 4 与 at 痢 不 同 , 所 以 84 和 0， 同班 ， 
上 二 SC + (t=1,2,3) 
其 中 7s 送 0。 所 区 
di = Pai t+ (rb ser) 图 6-2 
因此 d= a mbit nc {z=1,2,3) 
其 中 imn 寺 0. 
(ii) 由 人 得 
Pas 6, 十 FTCi 十 38 一 站 {i=1,2,3) 
由 于 a, 5, ec,& 四 点 不 同 且 无 三 者 共 线 ,所 以 有 8978 半 0。- 
[Er qi =pa;, D:D cy re di sa; 
划 得 四 点 ap,c,& 的 坐标 满足 
aitbi-e rd=0 (i=1,2,3) 
现在 再 根据 本 调 的 理论 用 举 标 法 证 明 平 面 上 和 负 沙 格 定理 的 道 
定理 . 
例 3 设 三 点 形 4BC 与 42B8o0; 在 同一 平西 内 ，BC 与 Bo 的 
» 9 » 


变 点 为 下, 04 与 Ca 和 的 京 虚 为 卫 4 号 与 二 Bi 的 交点 为 2， 生 
革 , 了 , 台 在 -直线 1 上 . 

求证 三 直线 41Ao, BBs, PP 交 于 一 点 

证 明 如 图 6-3, 


令 41810 与 4;Bs0Os 的 边 的 章 次 方程 分 别 为 
uD0, =0, p=0 Se =0, Ps=0,» =0 
也 直线 2 的 齐 次 方程 为 5 二 0, 则 B101, BasCa 1 三 直 线 交 于 一 点 了. 
所 以 根据 定理 站 6 邦 


d= p10 一 pzas 
同 理 6 三 4 有 一 ga 有 
日 三 Pi 一 六 2 
其 中 2 ps, gga ri ys 是 常数 .因此 
Po — Pa = .8 — B27 Ts 
由 此 推出 全 局: 一 my 三 有 : 一 rayps 
7 一 下 CI 守明 (6. 8) 
PO— Bp — 9 
»® E60 * 


ts i 


由 (6. 8 的 第 -一式 得 出 
MB rv) 与 全 有 一 7 0 
大 反问 一 直 寻 。 
伺 守 一 T2100 表 贡 的 直线 通过 41, 4538: 一 ?sy3 = 
浇 东 的 直线 递 过 4s, 所 以 此 直线 大 大 二 4 
问 理 可 有 求 得 B.B;, CCs 的 方程. 
四 此 得 到 4 4 B,D,C10; 的 两 组 方 各 如 下 : 
AidAs: 亲人 
BB Ti 一 下 = Ta 一 
CO 2 一 人 0， Pars— dB:0 
天 组 之 和 为 零 ， 所 以 根据 室 理 6.6' 的 推论 得 三 直线 4.42， 
BB CO 信 于 一 点 适中 格 定 理 的 道 定理 得 证 ， 
例 4 在 区 民 平面 内 ， 冰 证 :三 角形 二 内 前 平分 线 共 点 
证 明了 到 席 点 在 二 角形 内 部 建立 笛 民 直 象 至 标 系 ， 
设 三 边 的 法 不 方程 分 别 为 : 
0d, Bp-0, y=0 
则 三 内 阴平 分 线 的 方程 分 别 为 
B—v-0, vy—a=0,a—B=0 
因此 出 定理 6.6 的 推论 得 汪 内 骨 的 平分 钱 基 点， 


习 题 
1， 试 求 下 列 各 题 的 齐 洪 诬 标 ,先生 由 所 有 组 再 任 选 - -组 ， 
Ciy ,0 C1, 67, C0, D, {2, Ee 
《ii) 以 二 为 方 海 的 天 穷 远 点 ; 


i 32 二 让 工 的 无 穷 过 点 


灶 可 以 讽 则 宅 人 太极 确 是 下 织 上 方程 ， 
了 


iv) 吾 祭 办 [之 死 穷 远 点 . 
2.， 如 困 疗 在 求 下 列 备 点 的 睹 齐 次 誉 标 ; 

(3,4, ,v0, —v 6,2), 0, 1,07, 0, 4.3), {1,4.0 
3. 如 蝎 正 负 宇 作 亲 应 职 . 问 (上 4, 士 1 土 了 表示 元 个 要 弛 成 ? 
和。 求 下 到 上 诺 开 上 的 大 闻 达 点 : 


C1 wo 1 C=; Cj) z+ ir = 0; 
{iy ze 37 一 总 fivy 了 十 Ti 一 站 。 
5- 斌 求 上 27; 十 本 十 了 一 站 381 一 4 十 2， 4145 一 3 区 和 的 


三 角形 而 点 的 监生 ， 

和 求 其 家 线 硬 十 生 一 9, Dw 十 Box 十 Dar 一 自 的 交点 与 直线 
BT 十 ara 一 上 的 郑 珍 远 点 连 缆 的 方 积 . 

7 求 点 级 @ 轨 十 bags 1 asTs 一 0 与 加 六 二 Bo 十 Dats 一 位 徇 避 点 与 真 线 
Oi 的 之 线 方 程 , 着 求 出 此 吉 
级 上 的 无 闪 远 太 . 

8， 设 4,B, 局 为 在 一 直线 二 的 三 个 不 同 澡 ， 求 证 ， 可 以 适当 迁 取 4. 好 
的 齐 次 豆 标 上面 使 的 齐 砍 坐标 为 5 一 a 十 如. 

9 向 以 三 直线 一 0 有 -0 > 
为 所 前 一 个 大 点 形 且 有 通过 二 硕 点 的 
三 条 直线， 殿 证 :此 三 直线 站 点 的 充 时 
条 件 是 其 方 鹅 可 以 老 去 为 
dB—rp=0, re.— pa=0, po—yB =0 
落 中 了 .97 六 常数 . 图 6-4 

10。 迹 三 点 塔 :480 三 边 80Q, Cd 4B 拘 方程 分 别 为 Ys 一 39 十 2 一 0, 3x 一 By 


11， 没 (fg. 本 ,44dzdy 是 涩 标 三 点 形 ，410, 0D，450 分 别 交 4s4;， 
下, 4 于 局 ROR, RP, PO 分 别 训 二 机 ,Ad dd 于 五 开罗 求 
证 : 三 点 瑟 型 , 让 丘 线 , 并 隶 册 此 直线 的 方程 ， 

12， 设 下 本。 为 三 个 不 压 线 的 点 ， 苞 证 : 平 而 内 三 个 不 辣 点 4a 二 mb 


1 me 入: 


s €2 .9 


$7 线 坐 标 

我 们 知道 ,在 平面 内 点 是 几何 的 基本 元 素 ， 对 于 点 引信 坐 标 . 
昌 找 是 点 的 轨迹 (在 这 种 稍 澡 下 , 曲线 称 为 点 曲线 ), 它 有 方程 ， 这 
是 点 几何 的 观点 .在 点 几何 里 , 直线 是 曲线 的 特例 ， 尘 偶 地 , 直线 
此 可 作为 几何 的 基本 元 素 , 采用 直线 作为 基本 元 素 , 可 以 建立 线 儿 
何 学 ， 在 北 几 何 里 ， 对 于 直线 引 人 伐 标 ， 出 线 是 一 族 才 线 包 络 成 
的 图 形 (在 这 种 档 况 下 ， 曲 线 称 为 线 曲线 )， 图 7-1-1 与 图 7-1-2 
分 别 圾 示 一 个 历 作 为 点 曲线 与 线 曲 线 的 图 形 . 


全 7-1-1 图 7-!1-3 


建立 线 几何 的 首要 问题 是 引入 直线 的 仅 标 . 


7,1 齐 次 线 誉 标 
在 齐 次 点 公 标 中 , 直线 的 章 次 方程 是 
Mi as 二 Wywa C=O C7, 1) 

其 中 《2 wo za) 是 直线 于 他 一 太 的 访 动 坐标 。 显 然 ， 方 程 pa 
十 Pus22 pdsTa = 0(p 和 0 与 (7. 1 表示 同一 直线 ， 我 们 作 以 下 定 
穴 。 

定 这 了 7.1 直线 的 草 次 方程 中 , zy ra za 的 系数 二 aas 问 做 
该 直线 的 齐 次 线 王 慰 ， 最 然 ，Paa: Paz, pasfp 关 0) 由 起 该 直线 的 
齐 沈 线 坐 款 ， 因 此 …' 直 线 的 齐 饮 线 台 标 有 无 穷 族 组， 为 了 攻 别 于 
点 的 坐标 , 我 们 把 直线 全 的 章 次 线 坐 标 二 ,42, aa 记 作 [ui, as ss] 或 

。63 。 


w= 1, Ho, 2 

定理 7,1 一 成 ?Czn za ta) 在 一 直线 4 三 [za za wj 上 的 完 

要 条 件 是 
WT Were} Harts =O 《7 了. 2) 

证 明 因为 直线 名 的 方程 是 六 1 二 Wa 苹 2 上 上册 于 人 区 攻 主 用 2 
六:) 为 其 上 和 任 一 点 的 齐 次 党 标 。 可 见 澡 在 此 直线 上 的 充 要 条 件 
即 为 (7, 2). 

定义 了 2 在 齐 次 线 坐 标 时 ,一 点 的 方 积 指 的 是 以 [Ws za, 呈 ] 
为 流动 线 坐 标 所 构成 的 方程 ， 此 方程 能 够 量 仅 能 够 被 通 过 该 点 直 
线 的 坐标 所 满 电 ， 

定理 7.2 在 卉 次 线 吾 标 里 ,一 点 G= fa: oa as) 的 方程 是 

个 {7.3) 
反之 , [Do 刀 , Ws] 构 戌 的 一 次 章 次 方程 必 表 未 一 点 ， 

证 明 国定 理 7, 3， 在 一 直线 [ay as mm] 通过 点 (eye gs) 的 
充 要 条 坤 是 ai20 十 asats 十 ests =:0， 根据 定 这 了 . 2， GE Ws 十 a 
二 0 是 点 4 三 tty, es 63) 的 方程 . 

上 反之, 设 有 方程 bw 十 822 一 Baus 二 0, 其 中 Do Do ta 不 全 是 零 ， 
由 由 《7. 3) 辕 此 方程 表示 一 点 C51, pa bs). 

定 久 7.2 的 几何 意 头 旦 说 ， 在 线 几 何 里 一 皮 被 大 成 是 一 上 柬 直 
线 包 络 成 的 ， 这 个 点 的 方程 波 而 且 只 被 通过 它 的 直线 的 坐 标 所 满 
是 .例如 直线 三 Tw，W2，Waj] 道 过 成 C2，1， 引 ) 当 且 仪 闪 241 十 如 
十 838s 一 0， 因 此 由 定 到 7.2 知 2 十 22 一 3w4:-0 就 是 在 线 坐 标 里 
点 (2, 1, 3) 的 方 各 又 如 在 线 华 和 标 里 原点 的 方程 是 wa :=0. 


7.2 非 章 次 线 坐 标 


定义 7.3 直线 三 [ws wz, wa] 的 韭 齐 次 线 绎 标 [U， WV] 是 用 下 
列 比 值 
a 6 


扩散 定 ， 其 中 wr 半 0. 
由 于 通过 原点 的 直线 的 并 这 线 坐 标 为 [wy 站， 所 以 通过 原 
过 的 和 直线 无 非 齐 次 钱 坐 标 . 


在 (7. 2) 式 显 , 设 忆 二 和 ,了 一 天 人 
3 


其 中 azs 志 0; 则 各 
Uxz+pVyt+i=0 {7. 4) 
很 据 室 理 了 .1 可 得 
定理 7.3 点 (x, 办 在 直线 [如 ,Vj 上 的 充 要 条 件 是 
Uri+Fy+1:=0 
在 非 齐 次 线 坐 标 里 ， 闫 于 点 的 方程 的 定义 与 定 你 ?7.2 完 侈 类 
委 ， 我 们 有 以 个 定 埋 。 
定理 7.4 在 非 章 次 线 举 标 里 , 战 (zo 加 ) 如果 不 是 原点 , 则 它 
的 方程 是 
roU + yoV 10 {7.5) 
反之 ，[U, 下 所 构成 的 一 次 方程 (7. 5) 必 丧 示 一 点 ， 其 坐标 为 (zu 
3p》- 
证 明 与 定理 ?7.2 类 侯 , 豆 从 略 ， | 
在 点 华 标 的 基础 上 , 可 以 况 品 曲线 的 方程 , 即 动 虚 的 轨迹 方程 
{点 线 广 程 是 它 的 特例 )) 现在 引信 了 直线 开标 ,在 此 基础 上 ; 可 以 
改线 划 线 的 方程 ， 即 直线 族 的 方程 (点 方程 是 它 的 蛙 便 )， 下 面 淮 
便 说 明 . 
| 全 1 求 在 两 坐标 釉 上 鹤 距 之 和 为 常数 c 的 直线 族 的 方程 . 
解 ” 设 直线 1 的 非 齐 次 线 坐标 为 LV， 了 Fi， 芭 2 的 非 齐 次 方程 
为 Uz -Vgti=0. 


看 疗 了 


令 工 在 二 坐标 轴 截 中 为 a,8, 则 有 


a= 一 方 ， 5 一 一 步 
根据 题 设 4 二 5==c, 所 以 又 有 
1 1 
“TD FT* 
或 一 下 一 末 一 ceFT 
即 UV rrUV=0 


这 就 是 所 求 的 直线 族 方 程 , 其 齐 次 方程 为 
UA 
由 仿 1， 我 们 看 到 直线 的 非 齐 次 线 华 标 [V, 本 的 几何 意义 是 : 
0 与 分 别 是 直线 在 * 轴 与 上 轴 截 距 的 负 倒 数 。 因 此 可 以 祖 据 直 
线 族 的 方程 作出 直线 族 的 图 形 . 
例 2 已 知 直线 族 方程 为 47F 十 7+T 三 0 求 作 其 图 形 ， 


VU | Vv | Urtvyti=0 
1 y 

一 1 一 工 十 卫 _1 = 
3 Ys 

一 一 

1 1 E10 
了 6 3 6 

1 一 十 于 一 1=0 
5 5 

| -工交 

2 一 9 
9 2 3 
- 

3 _3 1 
13 3 


器 阁 本 香 


由 己 知 方程 解 出 地 得 


rr 


45+1 


给 定 喜 -… 些 值 ， 根 据 上 式 计 


算 了 值 , 从 而 得 到 
表 如 66 页 所 示 ， 


直线 方程 , 可 列 


再 根据 各 个 直线 方程 作出 图 


形 ， 如 图 7-2， 我 
图 方法 与 点 几何 


] 和 看 至， 这 种 作 
根据 轨迹 方程 


记过 点 摘 迹 的 方法 作出 曲线 很 类 
似 ， 当 然 这 是 比较 原始 的 讨论 曲 


线 的 方法 . 


习 


题 . 
1 ， 求 下 列 各 二线 的 坐标 ( 卉 次 与 非 齐 次 ) (Dz 轴 : 《ii) 加; (iii》 无 穷 
直线 ; (iv) 站 过 原点 , 制 率 为 2 的 直线. 


2， 求 下 列 各 线 坐 标 所 表示 直线 的 方程 ， 
[0, 1, 1], 11, 1, 一 可, [1, 0,1], El, —1, 9] 


3， 问 下 列 各 方程 夫 示 征 么 图 形 ? 


一 站, 中 一 外 一 用， 晤 十 守 s 十 守 g 一 们 ,贡生 Wz 王位 


Hi But" dO 


D0, U?—30 十 一作 


4， 求 下 列 各 点 的 线 举 标 方程 ( 齐 次 与 非 齐 次 }: (i 2 轴 上 的 无 穷 远 点 ; 
GD # 输 上 的 无 穷 远 点 ; (iii) 斜率 为 一 村 方向 的 无 分 远 点 ; 《iv) 点 2, 


一 3)， 


5， 求 两 点 (zu 的 ) 与 (32， 8a) 的 连 线 与 直线 [0, 丰 的 交点 的 坐标 与 方程 ， 
6， 求 两 二 绕 qx 十 2hx# 十 by 一 0 的 方程 . 
7 
8 


求证: 方程 


WE SO 二 0 


定 的 点 在 恢 直 方向 上 ， 


， 求 与 两 点 (一 2, 0), (2, 后 识 > 4 的 直线 族 的 方程 . 
9*, 设 型 与 玉 是 奈 一 点 卫 至 两 坐标 轴 的 颂 足 , 当 点 卫 描 出 下 列 曲 线 时 , 求 


直线 族 型 六 的 方程 ; 


(1) st yl (iiy 才 一 2 


由 桓 六 里 


S$8 对 偶 原 则 


由 于 射影 平 击 与 蔡氏 平 南 的 结构 不 同 ， 因 此 它 基 有 一 些 特殊 
的 属性 ， 对 慢 原 则 就 是 射影 几何 的 一 个 重要 等 证 ， 例 各 在 欧 氏 平 
面 内 两 条 直线 丰 一 定 相 奖 ， 而 在 射影 平面 内 商 条 直线 必 相 党 于 一 
点 .这 与 通过 两 点 必 有 一 直线 一 者 五 为 对 偶 ， 又 如 甘于 点 与 直线 

的 结 含 性 ， 一 点 在 一 直线 上 与 一 直线 通过 -一 点 二 者 也 是 互 为 对 侦 
的 ， 本 市 说 明 对 避 诛 风 ， 


83.1 对 假 图 形 


定义 .1 “点 ?与 “直线 "叫做 (平面 人 的》 对偶 元 素 ， 
定义 8.2 “通过 一 点 作 -… 直 线 " 与 “在 -直线 上 了 到- 点 ”叫做 
对 偶 运 算 . 
定义 8.3 设 有 点 与 直线 所 组 成 的 一 个 图 形 ， 将 此 图 形 中 的 
各 元 素 改 为 它 的 对 偶 元 哇 , 各 运算 改 为 它 的 对 偶 运 算 , 其 结果 形成 
另 一 个 圈 形 , 则 这 两 个 图 形 叫 做 对 避 图 形 . 
例如 点 列 与 线束 是 对 惕 图 形 ， 点 列 与 线束 则 做 一 维基 本 形 . 
作为 对 偶 图 形 的 例子 ， 我 们 再 引 人 和 人 后 面 常 计 到 的 一 些 图形 . 
平面 形 在 射影 平面 肉 ， 以 点 、 直 线 所 组 成 的 图 形 叫 做 平面 
形 . 
简单 的 平 萄 形 
由 有 % 个 点 (其 中 无 三 者 线 ) 及 招 呈 条 次 线 《 其 中 无 三 者 
它们 顺 次 两 两 的 连 线 所 组 成 的 | 共 点 )》 及 它们 有 顺 次 两 两 的 交点 
平面 形 岂 做 简单 的 (平面 ?2 名 | 押 组 成 的 平面 形 叫做 简单 的 
形 ， 这 站 个 虚 电 人 斤 项 点 ， 环 条 | (平面 ?2 线形 . 这 兄 茶 直线 叫 
连 线 叫做 地 。 | 做 边 , 站 个 突 点 是 慌 顶点. 


和 而 二 所 


完全 的 平 商 还 
出 % 个 点 《其 下 无 三 者 共 
线 ) 及 它们 所 有 两 个 点 的 这 线 
所 组 成 反正 面 形 叫 做 党 全 的 
《 平 而 总 点 形 ， 这 名 个 点 同 涛 


顶点 ,*? 一 上 条 连 线 趴 散 边 ， 


辣 $5 里 曾 定 义 过 三 点 形 与 三 线形 ， 根据 | 
了 是 然 简 章 的 三 点 肛 和 三 线形 与 
有 和 祖 辣 的 图 形 , 故 可 简称 为 二 点 形 . 

由 于 三 点 形 与 其 对 幅 图 形 三 线形 后 相 同 的 ， 
互 为 对 个 的 师 个 图 形 一 般 是 不同 的 ， 


形 的 概念 ， 


为 自 对 个 . 


简单 四 点 形 与 四 线形 

田 轩 个 点 《其 中 无 二 者 兵 
线 ) ,B,C,D 及 它们 磊 次 西西 
的 连 线 4B BC.CD，D.4 所 组 
成 的 平 所 有 形 思 做 简 革 四 点 有形 
4, 吾 , 避 ,六 出 敌 顶点 ,， 4， 了 BBC， 
CD, D4 册 做 边 .不 描 次 的 顶点 
的 连 线 :10C, BD 叫做 对 机 线 (图 
8-1-1), 


由 吴 条 直线 《其 中 无 三 者 
共 点 ) 了 政 它 们 所 有 了 两 条 直线 充 
点 所 组 成 舶 下面 形 呵 做 完全 
的 (平面 》 5 线形。 这 条 直线 
呆 艇 过 ,2 二 二 个 交点 叫 征 大 


述 简 单 形 与 完全 
举 全 的 二 点 形 和 三 线形 


因此 称 这 和 情况 


出 四 条 直线 《其 中 无 三 者 
共 点 Ja，8,，e, 8 及 它们 须 次 两 
两 次 点 {9,0), [BC (C80), (a, 
az) 所 组 成 的 平面 形 叫 做 简章 四 
线形 . 他 六 es, 4H 敌 边 , (a, 8)， 
《Be Cc, C0; 人 由 做 顶点 ， 
不 顾 次 两 边 的 党 碟 La, 56), (多 


| 太史 做 对 边 点 【〔 了 图 8-1-2), 
总 


图 8-1-1 


* 69 4 


图 8-1-2 
注意 : 简单 四 点 形 的 构成 与 顶点 的 顺序 有 半 , 如 图 8-1-1 表示 
四 点 形 4BCP, 它 与 四 点 形 4CBD, BDAC 等 不 同 ， 同样， 简单 四 


线形 的 构成 与 边 的 顺序 有 关 ， 

完 爹 四 点 形 与 好 线形 

中 四 个 点 《其 中 无 三 考 共 
线 ) 下 连结 其 中 任何 两 个 点 的 
玉 条 直线 所 组 成 的 平面 形 叫做 
完全 四 点 形 . 这 四 个 点 叫做 地 
点 , 六 条 直线 叶 做 边 , 没有 公 浴 
顶点 的 洪 边 上 叫做 对 边 ， 对 边 的 
变 点 叫做 对 边 点 ， 对 边 点 构成 
的 一 个 三 点 形 叫 做 对 边 取 点 形 
(或 中 心 三 点 形 }. 

如 图 8-2-1 表示 完全 全 四 点 
形 4BCD, 4, B,C,D 是 四 个 顶 
点 ;了 ,878,58 是 六 条 边 ,此 
中 力 与 和 ?与 85, 与 4 是 二 对 
对 过; 对 边 的 交 厂 及 ,了 ,2Z 是 
对 边 上 丰 、F 了 ZB 是 于 边 三 点 形 , 
Le ?0 . 


市 四 条 直线 其 中 无 三 者 
共 点 ) 及 共 中 任 徊 两 条 直线 的 
六 个 变 点 所 组 成 的 平面 形 叫 做 
和 et 

;六 个 点 间 敌 顶点 , 没有 公 
这 入 尖 大 器 仇 对 基 总， 
五 的 连 线 叫做 对 项 线 ， 对 项 线 
攀 成 的 一 个 三 线形 吧 获 对 质 三 
线形 (或 中 心 三 线形 ) 

如 图 8-2-2 表示 完全 玛 线 
形 gabed, qa, 85, 是 四 条 过 ,PP， 
9, RR, 5, 了 ,0 是 六 个 顶点 ， 共 
中 忆 与 旬 , 情 与 5, 全 与 是 三 
对 对 顶点 ; 对 顶点 的 连 线 x, % 
# 是 局 斋 线 , *8z 是 对 顶 三 线形 . 


图 8-2-2 


上 面 所 讨论 的 是 二 维 射 影 空间 ( 射 影 平面 ) 中 的 对 惕 图 形 ， 在 
三 维 射影 空间 中 , 关于 对 偶 问 题 , 我 们 有 以 下 害 义 ， 

定义 8B.4 “点 "与 “平面 "叫做 对 侦 元 素 ， 

可 以 推出 , 在 空间 里 直线 的 对 偶 元 素 仍 是 直线 ， 

定义 8.5 “通过 一 点 作 一 直线 ”与 “在 一平 醒 上 取 一 直线 ”、 
“通过 一 直线 作 一 平面 "与 “在 一 直线 上 到 一 点 ”"“ 通 过 一 点 作 一 平 
面 " 与 “在 一 平面 上 取 一 点 ”都 叫 数 对 侦 运 算 . 

定义 8B.6 设 有 点, 直线 和 平面 所 组 成 的 一 个 图 形 ,将 此 图 形 
中 各 元 素 收 为 它 的 对 惕 元 素 , 各 运算 改 为 它 的 对 惯 和 运算 , 其 结果 形 
成 另 一 个 图 形 , 则 这 两 个 图 形 叫 做 对 偶 图 形 . 


ss wrI* 


于 a 
e! 
图 3-3 
和合 如 ， 在 空间 里 点 到 与 而 来 (通过 一 直线 的 所 有 平面 的 集合 ) 


是 对 偶 图 形 . 

又 如 平面 元 内 的 三 点 形 48C 的 对 偶 图 形 为 以 感 瑟 为 项 点 的 
三 面 形 g89 (和 医 8-3), 点 仿 是 平面 天 的 对 偶 ; 平面 e, By 分别 是 
三 点 形 顶 点 4, 8 的 对 偶 ; 三 面 形 的 生 ec 分 别 是 三 点 形 
的 边 a, ec 的 对 偶 ， 


3.2 对 偶 命 题 与 对 偶 原 则 

上 面 我 们 定义 了 对 侦 元 素 、 对 侦 运 算 与 对 侦 图 形 。 由 于 在 射 
影 平 面 (空间 }) 里 , 点 与 直线 (点 与 平面 ) 美 系 的 对 等 性 , 我 们 可 以 从 
有 关 几 何 元 娄 位 置 关 系 的 一 个 命题 得 到 它 的 对 储 命 是 ， 这 两 个 你 
古 同 时 上 其 有 真 伪 性 , 这 就 是 射影 几何 的 对 侦 原 则 ， 

定义 8.7 在 射影 平面 里 ， 设 有 点 .直线 及 其 相互 绪 台 与 硕 峰 
美 系 ' ”所 梅 成 的 一 个 命题 ,将 此 命题 中 的 各 元 素 改 为 它 的 对 偶 元 
素 , 各 运算 改 为 它 的 对 侦 运 算 , 其 引 果 形成 另 一 个 命题 . 则 这 再 个 
命题 叫做 平面 对 偶 命 题 . 

对 于 射影 空间 , 则 有 氛 下 定义 . 

定义 8.8 设 有 点 ,直线 , 平面 及 其 相互 结合 与 须 序 基 系 所 构 

* ”射影 平面 的 绪 全 与 疝 序 关 苏 的 论述 见 第 七 登 . 
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成 的 一 个 命题 , 将 此 合 融 中 的 各 元 来 疏 为 它 的 对 全 元 素 , 各 运算 改 
为 它 的 对 司 运 算 , 其 结果 形成 男 一 个 命题 , 则 这 本 个 命题 叫 仙 空间 
对 纲 命 

对 仆 原 则 ”在 射影 平面 或 射影 空间 里 , 如 果 一 个 命题 成 立 , 则 
对 偶 命 题 也 成 立 ， 

必须 指出 , 关于 对 刁 原 则 的 严格 证 明 , 应 该 从 射影 几何 的 公理 
系统 着 于 , 这 超出 了 本 书 的 范围 ， 不 过 在 后 面 8. 3 里 , 我 们 从 坐标 
与 方 租 出 发 还 是 可 以 说 明 对 从 原理 的 真实 性 的 . 

命题 4 的 平面 对 偶合 题 与 空间 对 偶 命 题 分 别 记 及 Pa 5 4. 

例 4: 通 过 不 同 两 点 必 有 一 直线 . 

Pa: 两 不 由 直线 必 有 一 公共 态 ， 
人 4 两 不 同 平面 公有 一 公共 直线 ， 

例 2 4: 笛 沙 格 定 理 , 

忆 如 时 现 个 三 线形 的 对 应 过 的 交点 在 一 直线 上 ， 则 对 
庶 顶 点 的 连 线 交 于 一 点 ， 

内 于 注 点 肛 与 三 线形 是 自 对 侦 图 形 , 我 们 看 到 , 就 两 个 三 点 形 
在 亲 一 平面 和 能 情况 来 说 , 每 阔 格 定理 的 对 侦 定 理 就 是 它 的 逆 定 理 ， 
在 35 与 6 中, 对 备 溃 格 定 理 及 共 道 定理 曾 分 别 给 予 证 明 ( $5 用 
和 代 数落 只 证 明了 平面 人 情况 六 斐 据 对 增 原 则 , 只 需 证 明 其 一 , 另 一 个 
也 成 立 . 

关 丁 S54 留 给 读者 著 虑 ， 

例 3 4. 如 时 两 个 完 爹 四 点 形 的 五 对 对 应 边 胸 交点 在 同一 直 
线 上 , 则 共 第 六 对 对 应 边 的 交点 刀 在 此 直线 上 , 且 基 四 对 对 应 项 点 
的 巡 线 痰 于 一 点 . 

Ps; 如果 两 个 完全 四 线形 的 五 对 对 应 从 点 的 迷 线 通过 问 一 点 ， 
则 笔 六 对 对 应 标点 的 连 线 也 通过 此 点 ， 且 其 四 对 对 应 边 的 交点 在 
同一 直线 上. - 

了 = 


图 8-4-2 


图 8-4-1 与 网 8-4-2 分 别 去 示 命 题 4 与 Ps 的 图 形 ， 其 中 辐 
一 字母 大 写 与 小 写 于 为 对 锣 元 素 ， 诬 者 可 以 考虑 根据 笛 沙 褚 定理 
证 其 命题 4, 从 而 命题 Ps 也 成 立 ， 

对 偶 原 则 基 射 影 儿 何 的 重要 方法 之 一 , 根 拟 它 , 证 明了 一 个 定 
理 同 时 也 就 证 明了 这 个 定理 的 对 摘 定 理 , 因此 有 事半功倍 之 效 , 值 
"74 | 


得 注意 的 是 ,对偶 原则 是 射影 才 何 所 特有 的 , 它 只 适 必 二 儿 何 元 素 
结合 与 顾 序 关系 的 命题 , 而 不 能 应 用 于 度量 关系 . 例如 不 能 求 长 度 
为 2 的 线段 或 30” 角 的 对 个 图 形 . 

8.3 代数 对 偶 

点 几何 与 线 儿 后 的 基本 观点 已 如 上 述 ， 在 点 几何 里 ， 点 有 灌 
标 , 直线 有 方程 ， 醒 在 比 儿 何 里 , 直线 有 坐 蒜 ， 点 有 方程 ， 我 们 看 
到 , 说 明 点 与 直线 结合 舌 系 的 形 如 和 az :zazs tists 二 0 的 等 式 , 现 
本 可 以 有 两 各 不同 的 解释 : 

C1 《zzagts) 旦 蔚 数 ,La Wa, Wj 赴 带 数 , 这 时 上 起 说明 动 点 
(x1 ya do 在 定 直 编 [a as 2 上， 名 十 天 各 十 如 gs 一 站 尼 志 线 的 

(2) [ay asayte] 是 变数, (zi gs 2zg 旦 常数 ,这 时 上 式 说 明 动 亿 
线 [ty， Wz， wj 通过 定 丰 (I1，Z2，X)， 开 十 Za%g 十 sta = 是 点 的 
方程 ， 

以 上 对 于 方程 的 不 同 解释 表明 ， 在 娃 影 平面 上 点 与 可 线 处 于 
同系 的 此 位 5 即 关 于 点 的 司 标 (ri za ga) 与 直线 的 坐标 Fa asy Ws] 
是 完全 尖 称 的 ), 从 而 体 秽 本 它们 的 代数 对 偶 性 ， 

下 而 所 列举 一 些 对 个 命题 


定理 8.1 两 点 重合 的 充 | 定理 8.1 -两 直线 重合 的 
要 条 件 为 其 坐 慰 所 构成 矩阵 或 | 充 要 条 作为 其 坐标 所 构成 矩阵 
其 方程 系数 算 阵 的 忽 赵 工 或 睹 方 穆 系 数 和 矩阵 的 秩 号 工 

定理 8.2 两 个 不 同 点 a| 定理 8.2 两 条 不 同 直线 
汪 五 连 盖 的 方程 是 a 与 6 交点 的 方程 屁 

[rap|=0 C8.1} laad|=0 . (8.,1") 

它 的 坐标 下 i 它 的 级 标 是 
Ta es| ja; a |2: qz] | 【人 ty ias al | la “|) 
|g, 5o)' la, B53, bal Js B31 15s bi | lb bs 


I 下 


定理 8.3 
线 的 充 权 条件 是 


涯 个 不 网 点 江 
:其 举 标 所 构 咸 


抢 姓 或 共 方 程 系 存 方 陈 的 先 目 4 


2. 
定理 8.4 到 两 个 不 同 点 
与 已 的 连 线 为 底 购 避 列 的 城 
的 训斥 省 够 写作 且 仅 能 鳄 写 
作 
Li mp (8.2) 
或 以 两 个 不 同 点 &=0 与 8 一 0 
的 连 纱 为 诡 的 点 到 的 点 有 六 程 
能 够 写作 且 仅 雇 况 写作 
ia-mp. 0 (8.3) 
这 里 i, Mm 为 人 不 全 为 零 的 常数 . 
推论 三 个 不 总 4a, 本 cc 


共 线 的 充 要 条 件 是 : 有 三 个 全 不 | 


为 零 的 常数 了 .4,7 使 
PH Fab -tre :0 (3.4) 
或 三 个 不 同 点 实 一 0 月 一 0 一 站 


定理 8.3 三 条 不 同 直线 
此 点 的 这 要 条 件 是 款 绎 标 所 构 
成 矩阵 或 其 方程 系数 方 阵 的 秩 


' a. 


写 理 8.4 以 两 条 不 同 直 
纵 厅 记 的 变 点 为 中 心 的 线束 


! 的 吉 线 的 坐 慰 能 够 写作 芋 仅 能 
够 写作 


Ia -mp 《8. 2) 
或 以 随 杀 不 同 吉 线 <=0 与 = 
0 蕊 交点 汶 中 心 的 线 求 的 直线 
的 诱 种 能够 写作 卫 低 能 够 写作 
ia + mB=0 (8.3") 
这 下 六 1 为 不 爹 为 专 的 汉 数 ， 
推论 三 条 不 国 丰 线 4, 5， 
e 基点 的 充 机 条件 是 : 有 三 个 多 
不 为 零 的 常数 了 .7 入 
pa -gb res=0 (8.4) 
或 二 条 不 同 直 线 & 王 0, 6 二 0, 了 


共 弘 的 充 些 条件 是 : 有 三 个 全 不 
为 零 的 常数 2,9,7 而 候 


pu! gB--ry=D0 (8.5) 


将 以 上 定理 与 定理 6.3 一 定理 6.6 对 照 ， 
个 定理 任 36 者 已 经 证 明了 半 部 分 ， 另 平 


=0 半点 的 充 过 条 你 基 有 三 个 
在 不 为 零 的 常数 2,r 使 
pa giry-.0 (8,5') 


我 们 看 到 这 里 的 每 
部 分 根据 代数 于 情 柱 就 


不 需 票 油 进 行 证 明 而 承认 藉 1E 确 性 . 


例 4 
线 的 切线 上 的 万 穷 返 4 下 点 四 关公 ， 
解 ”首先 一 般 地 说 形 这 


香客 重量 


花 定 线 果 线 方 程 ys 二 3) 站 通过 点 (一 2 1, 2) 的 该 上 曲 


下 癌 题 的 解 丫 。 


没有 线 曲 线 8, 通过 点 总 的 s 的 切线 就 是 通过 已 属于 构成 s 的 
直线 族 中 的 直线 .又 一 直线 上 的 无 穷 这 点 就 是 读 直 线 与 无 穷 远 直 
研 的 交点 ， 

因此 站 题名 为 求 通过 点 王 属 十 = 的 直线 6 五 与 二 的 迹 吉 (图 
8-5-1), 


图 8&-5-1 图 8-5-2 


这 个 问题 的 对 偶 是 给 定点 曲线 s 和 直线 P， 求 直线 了 与 8 的 
变 点 4, 电 与 原点 的 连 线 Od,08 的 方程 (图 8-5-2)，0OA4,08 的 方 
程 可 以 上 s,? 的 齐 次 方程 宵 去 x; 而 得 到 . 

因此 谨 呵 题 所 求 的 无 窍 远 点 的 方程 ， 可 芷 由 s,3 的 齐 次 方程 
祥 去 zs 和 得 到 | 

在 本 题 中 , 点 刁 的 齐 次 方程 为 

一 2 十 32 一 站 
所 以 得 
Us— Wi = 人 0 
EE 二 ws 二 283 二 0 
消去 &s 得 
2 好 一 2 一 20 一 避 
这 就 是 所 求 无 穷 远 点 的 方程 的 乘积 。 殴 个 无 穷 远 点 的 坐标 为 
(4, 1 二 v17,0) 


| 


习 题 
1。 求 作 下 讽 稳 形 的 平面 对 损 图 撒 . 


{2 
C1 ， 


图 3-8 . 图 8-7 

2， 生出 下列 命题 的 平 曙 对 烟 命 是 . 

设 一 个 变动 的 三 点 形 , 它 的 两 边 各 通过 … 个 定点 ， 且 三 质点 在 其 点 的 三 
条 定 让 线 上 ， 求 证 ， 第 二 过世 吕 过 … 个 定点 ， 

3、 殷 出 下 列 命题 的 平 古寺 侦 命 三 与 空间 对 个 命题 。 

设 平面 寺内 中 条 直线 间 与 屿 上 各 节 三 吉 4 B.，0; 与 4, Bs，C:， 求 
证 : 责 与 Bo 的 问 训 ,如 4 与 作 4 的 次 虞 ,而 Bi 本 二 Bi 的 受 点 三 点 只 
绥 !( 这 个 命题 称 汐 蔬 下 匠 (Pappus; 俩 题 ), | 

4， 求 作 下 询 疼 有 撒 的 平 醒 对 偶 图 形 与 空间 对 偶 因 形 并 用 文字 注册 滋 锣 殉 
EE 


{2) 


7， | 黑 8-10 


5- 利用 对 倘 原 则 证 明 下 列 命 题 . 

设 a, 上 ,97,6 是 四 个 不 司 的 平面 , 并 用 &, 的 交 线 与 7,6 的 交 线 盯 面 ， 
求证 ;四 六 而 基点, 县 cu 7 的 交 线 与 8,6 的 认 线 以 及 a,5 的 交 线 与 局 的 
交 弘 垢 分 别 共 面 . 

6， 求 西点 3tt 十 4 一 114 0, 5 一 Su 二 ta 一 0 的 连 线 的 坐标 . 

7。 求 通过 两 占线 [1 1, 1], [2, 1, 3] 交 吉 与 点 2 十 3u4z Ws=0 的 直线 的 
办 标 . 

8。. 求证: 两 点 5 的 连 线 与 直线 6 的 交点 坐标 为 (8|c}a 一 (a|e)b5， 共 
Bie= bcd Bacet bacs. 

9。 求 证， 两 点 a,b 的 连 线 与 清点 6, 9 的 记 线 的 交点 为 Ipedla 一 |aedlb 
或 labdlc— ladela. 

10， 写 轴 $6 如 首 8,9 的 对 全 命 症 并 考虑 共 证 明 ， 

11， 用 线 夏 标 证 明 管 沙 格 定理 章 三 $6 后 3 共 首 定 音 的 证 明 却 以 比较 . 


89 复元 素 


9.1 二 维 空间 的 复元 素 

为 了 深入 认识 一 些 问题 ， 除 无 穷 远 元 素 外 还 需要 引 人 复 元 素 
( 秘 点 , 复 真 线 )，3 引 人 复元 业 是 很 必要 的 , 例如 在 初等 几何 里 ， 一 
条 直线 与 一 个 烙 贺 的 美 系 是 相 变 ( 梳 团 千 作 是 交 于 一 点 ) 或 不 相 变 
两 种 情况 , 有 了 和 揽 元 素 我 们 就 可 以 把 这 两 种 情况 统一 起 来 , 说 直线 
与 椭圆 一 定 是 相交 的 ， 它 们 不 相交 ， 指 的 是 在 实数 范围 内 没有 交 
点 ; 在 复数 范围 内 , 它们 晨 有 变 点 的 ， 关 是 由 于 一 个 一 次 方程 与 一 
个 二 次 方程 总 有 公共 解 , 它们 可 能 是 实 的 ， 也 可 能 是 虑 的 ， 当 然 ， 
引入 复元 素 的 作用 和 近 不 睹 于 此 , 以 后 将 会 进一步 看 到 . 

点 ” 设 有 一 对 丰 序 的 复数 7 二 2 2 了 9 天 十， 如果 红 ， 
zy 都 是 实数 ， 则 (z, 四 为 一 实 点 的 没 标 ， 如 果 或 8 为 虚数 或 -者 
沟 为 虚数 , 则 规定 一 个 新 点 叫做 虚 点 ， 仍 以 (Cz, 站 为 其 坐标 ， 实 点 
与 虚 点 合 称 为 复 点 。 

"FO 


对 于 得点 辐 样 可 以 引入 齐 沈 坐标 x4, za z 坟 其 中 国 一 2 于 隐 
Xa 二 交 3 十 证 2 党 9 全 网 

如 时 (zu T,XY3) 与 二 个 不 全 为 零 的 实数 成 比例 , 则 规定 为 一 实 
点 的 齐 次 坐标 ， 例 如 (2,0, 4), (22,0,47)，(2 一 21,0, 4 一 4 为 器 

如 果 (zza，zs) 不 与 任何 二 个 不 金 为 零 的 实数 成 比例 ， 则 
{pz Px pz) 《其 中 必 为 任何 非 零 复数 ) 规定 为 一 虚 点 的 济 次 
礁 标 

设 有 复 点 (2 ga 03， 当天 0 和 时, 则 (ri zszs) 为 一 有 穷 远 复 
点 (或 为 实 点 或 为 虚 点 ), 它 的 非 齐 次 全 标 (z, 引 满 足 

?~ 了 一 了 

当 wa 王 0 时 ( 即 2 一 下 三 站 时) 则 人 zyay ys 为 一 无 穷 远 复 点 
(或 为 实 点 或 为 虚 点 ), 它 无 非 齐 次 举 标 . 

所 有 复 点 的 集合 叫做 复 身影 平面 

直线 ” 复 直 线 的 引信 与 复 点 的 引信 类 人 ， 即 将 绥 华 标 推 广 到 
复数 范围 ， 

点 与 直线 的 结合 关系 ”由 定理 ?7. 1， 实 点 z 在 实 直 线 & 上 的 
充 要 条 件 是 

在 1 一 

现在 仍 采 了 此 等 式 为 复 点 z 在 复 直 线 % 上 的 充 要 条 件 ， 因 此 可 以 
推出 : 

es: 十 Ga 上 est 二 以 其 中 [ebaya] 是 踪 动 线 坐 标 ) 基 复 点 4 
的 方程 ， 

GI31 十 G243 十 43x23 一 史 其 中 (xz x2， zs) 是 流动 点 坐标 ) 是 复 直 
线 的 方程 . 

这 说 明代 数 对 侦 性 对 于 复 点 , 复 直 线 仍 然 成 立 , 所 以 在 8 3 里 
» 8 « 


亏 列 华 的 有 关 点 与 直 钱 结合 关系 的 命题 对 于 复元 素 也 成 立 。 


4 2 二 维 共 固 复元 灾 


我 们 知道 , 两 个 偶数 4 一 十 wi， 二 看 一 0 导出 贡 共 经 复数 . 
特别 地 , 如 果 a 去 0, 则 遇 做 外包 正 数 . 

定义 9.1 如 条 (ti, en 49) 为 一 个 元 素 ( 点 或 直线 ) 的 齐 次 坐 
标 ，(a1, 名 , ia) 将 为 另 一 个 同类 元 素 〔 点 或 直线 ) 的 齐 次 坐标 ， 则 
此 二 元 染 冉 做 共 较 复元 素 . 

由 沦 久 9,1 可见, 两 个 第 三 坐标 不 是 零 的 元 素 为 其 思 复 元 娄 必 
须 昌 只 须 其 对 应 的 非 齐 次 堂 标 为 共 轴 复 数 ， 现 个 汞 罗 复 元 素 的 对 
应 齐 议 举 标 丰 一 定 为 共 氟 复数 ， 原 因 是 齐 次 坐标 多 许 痊 一 个 常数 
雪子 ， 例 各 (C2. 5, 1- 让 与 C2 1 2i,1 一 i,21) 为 两 个 共 儿 复 点 的 齐 次 
堡 标 , 这 出 于 (2, 一 六 工 订 与 人 十 2 1 一 六 21) 是 同一 点 的 齐 次 全 


标 , 若 攻 碟 非 齐 次 从 标 , (了 了 ,一 ) 收 共 轿 即 得 (2 3 


定理 .1 二 为 此 来 的 才 可 条 仁 为 该 元 素 与 其 共 轨 复 

证 明 ”必要 怕 ， 一 实 元 素 的 齐 次 学 标 为 实数 ， 因 此 与 其 车 思 
龟 元 素 有 相同 的 坐标 , 所 以 与 已 知 元 素 恒 合 。 

充分 性 ”分 以 下 两 神情 况 证 明 . 

《12》 如 果 两 个 共 罗 党 元 迪 相 起 无 穷 远 点 或 通过 原点 的 直线 ， 
则 其 章 次 坐标 可 以 写作 

(41, Ga taj 与 483 aa G4) 

且 第 三 玲 标 ds = 二 1. 

由 于 两 元 素 重 合 , 有 


因此 
二 37+* 


Od Gd 
即 一 复数 与 共 罗 复 数 相 等 ， 所 以 必 为 实数 。 因 此 (al，@，e&s) 为 实 
元 素 . 
《2)》 如果 两 个 共 罗 复 元 素 大 无 穷 远 点 或 通过 原点 的 直线 .出 
其 齐 次 坐标 为 
Ca G2 0) 与 (本 ,下 ) 
由 于 两 元 素 重 合 ， 有 


dl ts 

HB, Hs 
因此 

dH 如 1 

他 2 柱 


所 以 全 是 实数 , 《a1,a2,0) 是 实 元 素 ， 


定理 9.2 即 果 点 xz 在 直线 上 上 ， 则 2z# 的 共 轿 复 点 在 纹 的 
共 弧 揽 直 线 到 .上 . 

证 明 ”我 们 知道 4 寺 5 -5+ 如 99 二 到 ， 所 以 

Hi 二 awe 二 daw 二 1 a 十 3 

闵 此 , 如果 坝 2z1 十 和 Xs 二 ss 一 0， 则 到 二 二 二 7 一 有 0。 所 以 如 
业 点 z 在 直线 % 上 , 则 点 在 直线 上 

定理 89.2 的 特殊 情况 是 : 如 果 一 虚 点 在 一 实 直线 上 , 则 其 共 垢 
虚 点 志 芷 该 实 直线 上 ， 因 北 有 以 下 结论 . 

一 实 址 线 上 的 点 或 为 实 点 或 为 成 对 的 共 辊 虚 点 ， 通 过 一 实 点 
的 直线 或 为 实 自 线 或 为 碟 对 的 共 辆 虚 直 线 . 

定理 9.3 两 共 斩 虑 直线 的 迹 点 为 一 实 点 ， 两 共 塌 麻 点 的 连 
线 为 一 实 直线 . 

证 明 (1) 设 w 与 乏 为 两 其 斩 虚 直线 ， 点 王 为 其 诡 点 ， 册 出 
定理 9.2 知 ， 瑟 的 其 斩 复 点 五 在 各 与 芭 上 ， 亲 此 互 与 己 重 人 台 ， 再 
" 加 卫生 


出 定理 9. 31 知 , 卫 是 一 实 虐 . 
(2) 设 4 与 #8 为 两 共 声 虚 点 , 则 其 爱 线 7 的 线 人 型 标 为 
[asda —- dfs, Cad 一 da, is 一 Ban! | 
其 其 轿 虚 直线 了 荆 的 侣 标 可 做 为 
[i209 ~ date, Bal — GG fts — Haft 
此 为 2 化 标的 货 秆 ， 所 以 1 与 让 重合。 于 龙 由 定理 9.1 知 i 是 一 
实 直线 ， 
推论 ”在 一 叱 直线 上 有 准 一 一 个 实 点 ， 通 过 一 庶 总 右 叭 一 一 
证 明 一 虚 直 线 上 的 实 点 就 是 此 声 钱 与 其 共 符 秦 直 线 的 殉 
点, 刀 果 肯 有 曙 一 个 实 马 :, 则 此 直线 将 为 实 直线 , 凋 与 假 谈 亨 后 . 
同一 可 证 另 一 娃 论 


屏 题 

1. {1) 求 入 彝 两 点 人 十 2 一 i, 贡 与 人 一 六 2 一直 二 的 直线 方程， 

(2) 求证 : 三 点 习 十 语 一 1 十 说; 《C111 和 二 人 门 , (i 一 1 一 条 基 线 ， 并 求 具 上 
的 实 点 ， 

(3) 求证 : 三 起 时, 一 下 站， 人 且 ， 一 1 0 下 线 ， 并 特 最 后 一 点 欧 
华 标 表示 为 前 项 点 礁 标 的 绕 狂 组 合 . 

2， 未 十 维和 一 站 者 十 从 十 说 十 3iz 二 0 上 的 实 点 ， 

3，(1) 求 通 过 点 人 1 及 的 实 下 线 。 

{2) 冰 直 线 [2 3 一 上 的 实 点 ， 

4， 求 证， 机 复 点 所 雇 定 的 等 丰 钱 与 其 两 起 示 复 点 所 决定 前 复 计 线 为 共 
绒 复 直线 ， | 

其 问 此 合十 的 对 介 命 证 如 何 ? 

5， 求 两 加 间 汪 并 二 5x3 于 (一 3zs]2 十 于 一 8 的 从 丰 ， 

6。 求证 ， 虚 直线 上 的 实 点 是 读 直 线 鞋 的 无 穷 远 点 的 充 要 条件 是 该 占线 
有 站 全 和 率 或 平行 于 # 辆 ， 


" 3 


第 三 章 射影 变换 


本 章 首先 在 欧 氏 用 何 的 基础 上 对 于 点 列 与 线束 引入 基本 的 身 
影 不 变量 一 一 交 比 ， 然 后 讨论 两 个 同类 一 维基 本 形 之 癌 的 射影 对 
度 与 射影 变换 及 其 重要 特殊 情 深 对 合 ， 在 此 基础 上 再 讨论 二 维 射 
影 变 换 ， 最 后 介绍 射影 坐标 ， 
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10.1 点 到 的 四 点 的 交 比 与 调和 上 比 
我 们 知道 ,单线 是 仿 射 变换 的 基本 不 变量 , 但 对 于 中 心 投影 
说 ， 单 化 不 是 不 变 便 ， 这 样 就 发 生 如 何 建立 中 心 投影 的 基本 不 变 
量 的 问题 , 这 个 基本 不 变量 就 是 突 比 . 
定 久 10.1 四 个 共 绥 点 Po Pa Ps Py 的 交 比 定 区 为 两 个 单 
比 CP PPy) 与 PiPsP4) 的 比 , 用 特写 (PiPs, PsPw) 表 示 , 即 
CPP， Pb,) = 1 C10. 1) 
其 中 己 , Ps 叫做 基点 偶 , Ps, Pi 叫做 分 点 侦 ， 
现在 证 明 变 比 的 一 些 基 本 性 质 . 
定理 10.1 打点 偶 与 分 点 惕 交换 , 变 比 航 悄 不 变 , 即 
(P:Pi PP 一 (PP PP 《10. 2) 
证 明 ”根据 变 比 的 定 交 有 有 : 
PP 
(PPsPa)_ PaPs _ PPs:PsP 


P,, PsPi) = , 
《PiPa PsP:) (PIPysP) BPP, PePa' PP 


《10.13， 
se 罗阳 


Pb, 
_((PBPP) PP PPPrP, 
PP PP) 2 :人 一 
人 PP BPPsP, 


PP: 
三 
站 和 站 
PPs:PP: PP,-PsPs 
所 以 


CPsP, PP) ~ (PP,, PP,) 
注 誉 ， 肝 人 0.1) 容易 知道 ， 如 果 点 俩 Pi, Ps 不 分 离 点 偶 Ps， 
Pa， 则 诡 比 CP. 户 ， 了 PsPD) 福 0; 如 上 虹 点 侦 Pi, Ps 分 离 点 从 P3, Ps, 则 
变 比 (PiPs, PsP,) 0., 
定理 10.2 基点 售 的 酚 个 字 攻 将 换 或 分 点 偶 的 两 个 宇 好 实 
换 , 交 比 的 值 变 为 原来 的 详 比 俏 的 倒数 , 即 
(PP PsP) = (PP PP 一 


1 
(PP Ppry (10.3) 
征明 
很 扬 交 比 的 室 义 看 
ylPPPo) _ 1  _ 1 
CPe Ps) (PiBPs) CPIPiPs) 【Pi PsP,) 


1 


(PP PP) = (PsPo PP YI- TEP Pp 


1 
ET 
定理 10. 3 同时 交换 每 个 点 个 里 的 字母 , 交 比 的 值 不 变 ， 即 
PP, PPs) = (PP,, PsP,) 《10. 4) 
证 明 赂 ， 
定理 10. 4 交换 中 闻 的 岗 个 字母 或 交换 两 端的 两 个 字母 ， 交 
. 65 。 


比 的 值 稀 十 工 碱 原来 的 交 比 值 , 即 
(PPs, PPa)} = CPP,, PsP ) =1— {PP,, PaPs) 


C10,.5) 
证 明 
(PP PP ) PiPe: Psps_(PiPst PoPsXPsPst PaPs) 
7 PsPs: PP, PiP4' PsP, 
Pa PoPst PsPalPl Ps PsPet PsP) 
PiPa: PaP, 


_PPa PP: PP PP, 
PP. PP PPs-: PP 


=1— {P,P,, PyP) 
到 根据 定理 10.1, 定理 10. 3 得 : 
(PPs, PsP)= (PsP, PP,) ~ (PPs, PP 
=1— {P,P,, PP,) 
站 线 四 点 Pi, 局, Pa PA( 简 记 为 1, 2,3, 4) 能 构成 41 二 24 种 排 
列 , 岗 此 有 24 个 交 比 ， 根据 以 上 定理 , 这 24 个 交 比 可 以 分 为 六 
《 径 类 的 四 个 交 比 值 相 等 ) 如 下 : 
r=-(12,34)=(34,12)= (21, 43) = {43, 21) 


二 =(21, 34) =(34, 21) =(43, 12) =(12, 43) 
1 24)= (24,13)= (42, 31)--(31, 42) 
一 =: (C31, 24) 一 (34, 31) 一 (42, 13) 一 (13, 42) 
一 二 = (14， 23) :=(23, 14) = (32, 41)》 一 (41, 32) 
一 = (41, 23) = (23, 41) 一 (32, 14) = (14, 32) 


10.6) 


EE 


10.2 交 比 的 代数 表示 


设 点 Pi, Ps，P 卫 的 谷 标 分 别 为 (21, 护 )， (zs ga (rz， 扑 。 单 比 
{P,PsP)=E, 
t=, 9 (10.7) 
部 果 4 二 1, {10.7) 式 无 意义 .但 不 难 知 道 , 车 上 以 1 为 极限 ， 
如 点 呈 将 趋 于 无 穷 远 . 
再 考 虑 卫 的 齐 次 稚 标 (zi 一 Hz2) 扩 一 上 ga 1 一 48)， 当 上 = 时 
得 到 Pi, Ps 所 在 直线 上 的 光 穷 远 点 。 所 以 
(PIPsP.)=1 (10, 8) 
这 就 是 底 ， 一 前 线 上 的 无 穷 远 点 分 其 上 任何 两 点 的 单 比 每 
于 1. 
由 (10.8) 不 难 推出 
(已 , P。 PP。) = (P,P, Ps) (10. 9) 
引 理 ” 设 两 个 不 同 的 有 穷 远 点 40)，B(B 被 点 Pa 十 入 6) 所 
分 的 单 比 为 足 ; 即 (B8P) 一 Kk， 如 
bs 


此 二 一 C10. 10) 
Dn 
证 明 (1》 如果 也是 4,B 所 在 直线 上 的 无 穷 远 点 , 则 
ta 二 AD, =0 
因此 
| 
a 
{2) 即 困 卫 是 有 穷 远 点 ; 则 上 可 有 由 (190.7) 式 米 确 定 ， 设 
a ob 
a Dba’ gs+ Abs 
G2 一 qz + APs 
? gs y ba ts ADbs 


se HF * 


代入 (10,7) 得 
{QD — Ds) (qn dA)=0 
Cab — dd Caak + dA) =0 
如 果 es 加 一 的 23 与 4393 一 8b 都 是 夫 ， 册 辐 扩 与 ge 3 顺 次 
稻 千 ,两 点 44 与 吾 必 重合 , 此 不 可 能 ， 国 此 得 
Ha t+ Baa 0 


即 
A 
二 4 
定理 10.5 设 四 个 不 同 的 共 线 点 Pi Po Pa 户 的 坐标 顺 次 
起 94,5, AB, a db. 册 


(PiPa Pp) =, 4A hz0 《10.1B9 
a 


证 明 由 (10. 10) 式 有 


(PPPO) = B= A, (PPP) = Pp! 
由 于 四 点 彼此 不 同 ， 所 以 入, 4, 不 能 是 零 或 相 竺 ， 因 此 
(PiPs, Ps Pi) = 


A 
注意 ; 如 办 四 点 Pi, Pz PP 中 P 或 已 :是 无 窗 和 还 点 ， 则 把 
《10. 11) 式 作为 诡 比 的 定 浆 ， 
推论 ” 设 四 个 不 同 共 钱 点 了,，Ps，Ps，P 的 举 标 贤 次 是 4 十 
Abalt ad atAipB,atAaAb. NM 


C1 一 As) (2s 一) 


P.P,, PP)=— 
(CPP PD) ea TAY CH 


(10. 12) 


其 中 A Za, 3a, A 筱 此 不 相等 
证 明 设 可- nb 一 和 ， 三 二 AsB ~ p’ - wl 


As-—pb' A p'—a’ 
1 而 一 -- ~ 
i 和 一 


里 是 是 


因此 加 点 的 坐标 是 


即 


rt + 上 A 一 Z| A A1 + 
站 > 五 a t+ 二 一 pu 位 “ 才 二 本 = 
用 定理 10.5 得 到 


(4 — A) (NA) 
Cla) Ch A 


定理 10.6 设 四 个 不 同 的 基线 虚 中 的 三 点 及 其 安 比 kk 并 0， 
1) 为 已 各, 则 第 四 点 必 上 唯一 确定 . 
证 明 ” 设 已 知 三 点 的 华 妹 是 
a tAd, aTAB,at Ab 


(PPs, Ps Pi)= 


则 由 
(A1— Aa) (A 4) 
Ca - Aa)tAl— As) 
可 以 求 出 


了 二 414 一 43) 一 4 让 (如 一 4 
《大 一 -而 ) 一 二 加 一 有 


因此 第 四 点 a +45 唯一 确定 

例 1 .直线 咕 次 变 二 点 形 PiPsPs 三 边 PaPa, PP PP: 于 
QO， 凡 ， 在 肚 三 边 上 器 次 取 全， 各 ， 代 使 (PsPs，@i 人 0) 一 人 
(PaP QQ2) ka. CP. Pa 全 3 ~ ha 

夹 证 (1) Qi， 人 ， 人 0 医 线 的 充 归 条件 二 kags =1 (图 10- 


(2) PQ PQ Ps 共 点 的 完 要 条 件 是 ka 二 一 1 长 |10- 


s 3 


图 10-1-1 图 I0-1-2 

证 明 

设 P,，P。，P; 的 坐标 分 别 为 a,#,r。， 则 由 $6 习题 9 的 对 候 
命题 知 日 92,93 的 你 标 可 以 分 别 写 为 6 一 ?0, rc 一 P49，P4 一 0. 
由 于 人 @1 Bw 8 与 Po Po, Py 都 相同 ， 所 以 了 ,4,7 者 不 是 零 ， 因 此 
根据 题 设 知 龟 i, 信 ，@3 的 谷 妹 可 以 分 别 写 为 4985-70, re 一 如 Be 
Pa—kagb. 并 日 BRBs 0. 

C1) 一 点 四， 人, 全 共 线 的 充 划 条件 是 有 人 多 不 为 零 的 三 个 党 
数 7m.z 使 

tab— kre) mre — kopa;) 十 ntpas — kagbi) = 站 
(i 二]1,2,3) 

或 

Cr Emipa CO— Rngbt Cm— Ere—=0 (i=1,2,3) 
由 于 Pi Pa Pas 个 奈 线 且 par0, 因 此 有 


一 不 57 十 如 一 :人 
一 80 
一 此 了 十 所 一 0 
及 因 2, 不 等 于 零 , 所 以 有 
0 —k 工 ! 
1 0 本 
—k 1 0 


sb 3 


出 
kkEsks—=1 

C2) 令 ,Bi, 表示 行列 式 |epcl 中 ai，p，ei 的 代数 余子 
式 ， 则 可 以 当世 PP 人 Pa85， Ps@s 的 线 洗 标 分 别 赴 90; 十 ErB;， 
二 pO PB EsGd;. 

三 直线 PO Ps，Pseai 共 点 的 完 要 条 件 是 有 全 不 为 零 的 三 
个 常数 5m, 使 

UC HETrB) FT mtrArt RpOi) tn(pB;l hsgAi;) =0 
{i=1, 2,3) 


或 
(CRN 全 mr) CRri Rp) Bd (Kmpt+ Tg, = 
(z=1,2,3) 
由 于 
14BO| = labe|’A0 
因此 有 
二 一 站 
kril 十 PR 二 必 
Hn 一 0 
叉 因 im 不 等 于 考 , 所 以 有 
0 rr Eg 
Er D0 2|=0, 
g kp 0 
别 ! 
partkkokst 1) =:0 
但 是 
par 
质 毛 


. 了 者 ， 


Ekaks = —-1. 

例 1 右 两 个 重要 的 特 狐 情况 . 

在 (1) 中 如 果 Q;, 82,9; 所 在 直线 为 无 穷 远 直线 , 即 9, @2 9: 
都 是 无 穷 远 点 , 这 和 时 由 (10.9) 有 

El=(PPs0), ka = (PP.Q), hs™ (PP!) 
因此 有 以 下 结论 . 

麦 尼 劳 斯 (Menelaus) 定 理 “在 三 点 形 P,PsP; 的 三 这 PsPa， 
PoPi, PP 上 顺 次 取 三 所 8;, 05 82 则 9;， 人 B，@4 共 线 的 充 要 条 
件 是 

a | 
PQ BQ, PO; 

启 样 , 在 (2) 中 如 果 @1, es @: 所 在 的 直线 为 无 穷 远 直 线 ， 则 
又 有 以 下 结论 . 

塞 豆 (CCeva) 定 理 在 三 点 形 PiPsP; 的 三 边 PsPa, PsP PPs 
上 磊 次 取 三 点 Q1@485 划 P181 PzQ4, Ps 人 兴 点 的 充 要 条 件 是 


Pet Pas Po 1 
Py! P.O: Pes 


10.3 共 线 四 点 的 调和 科比 

在 共 线 加 点 的 交 丰 中, 交 比 值 为 一 工 的 情况 十 分 重要 , 有 以 下 
定 文 . 

定义 10.2 如 果 (PiPs, PsPi) 二 一 1, 则 称 点 偶 Ps, Ps 调和 分 
离 点 偶 Pi, Py, 或 称 点 侦 P,P 与 点 侦 Po, P, 凋 和 其 罗 , 也 称 P 为 
Pi, Po, Ps 的 第 四 调和 点 ， 交 比 秆 --1 叫做 调和 上 线 ， 

显然 调和 分 离 或 调和 共 因 的 关系 是 相 于 的 ， 即 与 点 情 的 顺序 
无 美 . 又 如 果 四 个 点 的 一 个 交 比 得 为 一 1, 则 根据 交 比 的 性 质 可 以 
求 得 其 他 的 交 比 值 为 2 或 寺 ， 国 此 当 四 个 点 的 一 个 效 比 值 为 2 或 


® 2 * 


1 


[i 


3 了 时, 只 要 适当 政变 点 的 顺序 , 就 可 使 其 中 两 点 与 其 他 两 点 调和 


共 殊 . 


和 如果 (PiPs, PiPD 一生 2555 = 一 1 作为 特殊 傅 况 , 我 们 看 到 


妆 凡 仅 妆 PP 是 线段 PP 中 点 时， 局 是 直线 上 的 无 穷 远 点 、 因 此 
有 以 下 定理 ， 

定理 10.7 一 线段 共 中 点 就 该 线 银两 端点 所 定向 第 四 调和 
局 鸭 无 穷 适 上 区 过 来 , 成 调和 共 箔 的 四 点 ， 如 果 有 一 点 为 碟 穷 远 
点 ， 则 该 点 就 其 余 两 点 所 定 的 第 四 调和 点 是 其 倪 两 点 为 端点 的 线 
段 的 中 点 ， 

例 2 设 四 点 PiC3, 1 Pa(?, 53), .06, 4), 02(9,7). 

求证 (PiPs, .82) = 一 1, 

证 明 一 ”首先 知道 ., 忆 ， Po, Ga 四 点 北 线 ， 又 


PW 6 一 7 ” PW: 9 一 了 
所 以 
Pi 
(PP 0.0) B= 1 
1T2 
Pt 


证 明 二 、 Pi, Py, 太 1; YW: 的 齐 议 缴 标 分 别 汐 
Pit3, 1,1), Pat?,3,3), QC6, 4,1), 0(9,7,1) 
用 于 户 , P2 Qi :站 线 ,所 以 81, 8z 的 齐 次 华 标 可 由 PL,，P; 的 齐 
次 坐标 线性 老 示 .通过 计算 可 得 
QPLt3Ps), OP—3P,) 
轨 上 比 由 定理 10.58 得 
93 


(PP OO0=- 二 = 一 1 


10.4 ”线束 的 四 直线 的 交 比 与 调和 比 
与 点 至 的 四 点 的 灾 比 类 似 
我 们 可 以 定义 线束 中 四 直线 的 交 
比 ， 为 此 普 先 说 明 共 点 三 直线 的 

单 比 . 
设 a,5,c 是 线 东 的 三 条 直线 
(图 10-2),， 通过 人 顶点 任 作 一 直线 图 19-2 
4, 我 们 规定 : 雌 直 线 a 与 5 所 构成 的 角 是 它们 所 构成 的 两 个 角 中 
不 含 家 线 业 的 一 个 ， 这 就 明确 了 角 的 瞧 一 性 ， 肯 规定 边 的 顺序 与 
反 和 时 针 的 方向 一 致 时 角 有 正 值 , 与 顺 时 针 的 方向 一 致 时 角 有 负 值 . 
例如 本 10-2 中 入 (e5) 是 下 有 ,而 ,中 是 多 
定义 10.3 设 s 8 ，e 是 线束 号 的 三 条 直线 ， 则 (ape)= 


i 


里 (ee) 08,2) 分 别 表示 了 与 5 构成 的 角 . 

刘 果 取 定 两极 线 a, 5 ， 则 线束 号 中 每 一 条 直线 。 对 应 一 个 单 
比 Cabe); 反 过 来 ;年 一 个 单 比 对 应 线 求 仿 中 一 条 直线 . 

不 难 奢 出 , 如 果真 线 e 不 在 角 (e: 6) 中， 则 单 比 Cabo) 为 正 数 ; 
如 果 直 线 5 在 和 衣 (Ca, 耻 中 , 则 单 比 Ca5e) 为 负数 .特别 是 对 于 角 ta 
下 的 平分 线 和 石 

(obm}=—1 

类 僻 于 点 到 的 四 点 的 交 比 ， 利 用 三 茶 直 线 的 单 比 可 以 定义 线 
来 里 四 直线 的 交 比 ， 

定义 10.4 设 2,22, P,P 是 线束 的 四 直线 , 则 

» 04 * 


(PPepa)_ sin{P, pa)sin {pa P41) (10,12 
(pips, Pops) (PiP2Ps) in Cpa posin Cp ps) 人 ) 


是 做 Pi; fo，psa 2 的 交 比 ， 其 中 Ps 叫做 基线 侦 ，P3，?; 叫 向 分 
线 偶 , 

应 读 注 意 . 四 直线 的 闯 比 值 与 宜 线 纪 的 取 法 无 关 ， 兴 实 上 ,四 
直线 的 交 比 是 用 角 的 正弦 表 示 的 ,如果 把 这 些 角 换 为 它 的 邻 补 角 ， 
正 邯 的 绝对 值 不 变 , 因而 交 比 的 绝对 值 不 变 . 至 于 交 比 的 符号 , 员 
然 估 翰 于 单 比 ( 刀 pz2a) 与 (P12284) 的 符号 , 但 是 如 果 PF;3，84 属于 同 
一 个 角 ( 含 % 或 不 售 芷 的 前 ),， 则 这 两 个 单 比 的 符号 相国 ; 如 果 ps， 
属于 不 同 的 角 , 则 它们 的 符号 相反 .因此 效 比 4?ps，?spo 的 值 
与 直线 如 的 取 法 无 其 . 

如 末 线 侦 声 , Pp 不 分 离线 偶 7 Ps, 则 (p182, 73?) 计 0; 如 果 线 
蛋 ps; px 分 离线 个 pa， 则 (2 pa, ?zu<<0， 

定理 10.8 旭 果 线束 8 的 四 直线 9, 2 ec, 人 被 任何 一 条 直线 
3 截 于 四 点 4,8,C,D, 则 

(CAB, CDY = (ab, cH) 

证 明 用 5 6,8 分别 表示 线段 84, SB, 80, SD 的 长 麻 ， 瑟 
表示 从 点 态 向 直线 s 所 作 的 疏 线 5 上 8 的 长 度 ,AA4BS 的 面积 可 表 
示 为 


2S ,1a8 = AB 
=absin Cn, b) 
因此 


4 一 到 sin (a, by 


利用 这 个 公式 必得 ; 


AC:BD 


(4B, CD)= Fo-AD 


s 3 生 


iicsin (ta, ce} :basin 《如 ,到 77 
Bbcesinth, ce}.:adsin (a, CE) 


_ Sin (a Casin(h, 2) 
sin {tb, c) sin (g, 4) 


= (op, er} 


这 个 定 王 是 在 战 忆 有 4，B，C, D 都 是 有 鹤 远 点 的 情况 下 证 明 
的 ， 读 者 可 以 考虑 如果 太 为 无 穷 远 点 或 5 为 无 穷 远 直线 (4, B,C,D 
都 是 无 穷 诈 点 ) 的 铺 祝 下 和 如何 证 明 . 

由 这 个 定理 可 以 推出 与 闫 于 点 列 谈 比 性 堪 (定理 10. 1 一 定理 
10.4) 类 似 的 基于 线 东 变 比 的 性 质 ， 国 此 也 可 以 推 名 四条 蕉 损 
直线 所 梅 碟 的 24 个 区 比值 分 为 六 类 , 每 类 有 的 四 个 诡 比 慎 相 等 ， 

定式 14.5 如 果 四 直线 pi Pz，Pss ps 洲 尼 (PiPs, Paps) 一 一 1， 
则 称 线 惕 Ps $s 调和 分 离线 全 2 1, p; 或 称 线 个 p12 与 线 候 8， 
调和 共 轿 ， 世 称 加 为 Bi pa 3 的 第 四 调和 线 ， 交 比值 一 1 叫做 调 
和 雍 . 

外 定理 10.8 还 可 以 推出 , 如 果 丙 条 直线 截 记 一 线束 ， 则 所 得 
对 应 四 点 的 实 比 相等 如 图 10-4 有 (4B, CD)=(4'B',C'D'), 

同样 , 如 果 两 个 线 东 投射 间 一 点 列 , 出 所 入 对 应 四 直线 的 谈 比 
和 等。 如 图 10-5 有 (az cd) -= (Ge 人) 

因此 得 到 以 下 定理 . 


硬 站 疗 二 


图 10-5 
定理 10.9 交 比 经 中 心 投 影 后 不 变 ， 即 交 比 为 一 射影 性 质 .，， 
关于 基点 四 直线 交 比 的 代数 表示 与 扫 线 四 点 诡 比 的 代数 宕 示 
类 似 ， 我 们 写 击 结论 , 征明 从 略 ， 
定理 18.10 设 呈 8 4 十 5，4 十 4 二 是 四 条 不 同 的 有 穷 远 蕉 
点 直线 ,La 13, 7 的 齐 次 坐标 , 册 


(ss 8 一 竺 ， 轴 和 (太一 和 = (16. 13) 
2 


推论 ， 设 a 5 9 于 和 9 十 58,4 十 5 是 四 条 不 同 的 有 穹 
远 共 点 直线 ti, fo， bs i 的 齐 次 举 标 ， 风 


(4 一 和 sf 一 4 


Cly, lf) TL 


{10. 14) 


鞭 中 4 da 加 4 彼此 不 相等 . 

和 注意: 如 果 四 直线 1 7 43 本 中 全 或 1 是 无 穷 远 直线 ， 则 
把 (10.13) 式 作为 交 比 的 定 父 . 

例 3 求证 一 角 的 两 条 边 与 这 个 角 的 内 外 角 平 分 线 调和 
共 思 , 

证 明 一 ”如 弄 10-6, 角 的 两 边 为 a, 5， 凌 内 外 和 角 平 分 线 分 别 
为 eg， 因为 

e O97 。 


Cab, cd) = 0e) 


Capad) 
sin (qa, ¢) 
_ Sintb, ¢) 
sin(ta, 4) 
sin{p, 好 》 台 B 
但 是 图 10-6 
sinfKe, cy __ 
sin Ch,ce) 


.fA 
sin(a, 8) _ ein( $+ (0, 9) Cosf Ge) 
sin (8, dd) sin( 持 to, 5) ) coste, b) 


所 以 


(ab, od) ~ —1 


证 明 二 、 取 原点 在 三 角形 548B 内 部 ， 设 两 边 3834，38B 的 潜 
go—=0, 8=0 
则 内 外 角 平 分 线 的 法 式 方程 分 别 为 
a—P=0,%1|p8=0 
所 以 由 定理 10.10 得 
(Cab, ca)=—1 


习 题 
3， 设 点 Pi Pa, Pu 的 坐标 分 别 为 (1 12, (1, 一 六 1), (1,0, 13, 有 (PP; 
了 Po) 2, 求 Ps 的 坐标 . 
2. 已 知 起 线 ,12 43. 144 的 方程 如 下 , 求 (ls, 4140). 
1) 227 一 站 十 ] 0，3Y 十 中 一 2 一口， 了 贡 一 遇 一 由， 5%—1i=08 
(C2) Fy 1+Ty=0, zy=0, 3 一 了 二 人 
9 。 


S， 已 知 直线 机 ,1,2 的 方程 分 其 为 


2%) 十 信 y 一 六 8 一 中， 次 1 一 宗 s- 十 六 9 二 站 ,一 位 


且 CUls lsl9 一 一 ， 求 1 的 方程 


4， 设 1,2,3,4,5,6 是 六 个 不 同 的 共 线 点 , 求证 : : 

《1) (12, 34) (12 45) (12, 53) = 1 

(2) (12, 34) (12, 56) = (12, 36) (12, 54); 

C3) 如 果 (12,34) 一 (23, 41), 则 (13,24) 一 一 1 . 

5 设 户 ,Py 分 别 筷 zx 轴 ,# 输 上 的 无 究 远 成, Ps 是 斜率 是 1 的 方向 上 的 
无 穷 近 点 , 且 (PiPs, PP 一 ,并 PP 

6, 设 四 个 未 同上 和 6 (不必 二 线 )， 另 外 第 五 点 ?与 之 相连 得 四 直 
级 ab 求证 ; 
ae 

提 共 ; 用 8 二 题 9. 

7. (1) 求证: 黄 直 线 ox 二 2 让 23 十 如 玉 二 调和 分 离 两 直线 本 大 十 2 
zy 二 六 二 0 的 这 过 条 件 是 gba 二 gb 一 23h 一 0 

{2) 求 两 直线 7* 十 2879 二 by 一 0 所 构成 角 的 平分 线 方 程 ， 


一 .。 Ls ; 人 :和 本 更 一 A _ 一 
提示 : 证 (1) 寻 注意 5 AA) 一 1 与 2(A1As 十 A4) {4 十 


0 入 从 用 书记 是 用 (1) 可 解 (2)。 
8. 庶 人 44 4 一 一 1 求证 ; 


2 1 ， 1 
一 入， A 一 儿 ， | 几 一 4 


加 1 一 天 1 天 3 
上 般 地 , 如 时 (do, A440) = 二， 删 RA A 和 其 中 (CAA;， 


用 1 指引 用 127 的 (PP PP). 

8*+. 设 口 4, QB 尽 直 线 qx? 十 2 有 zy 十 8 六 二 0 了 (my, 可) 是 定点 ,通过 P 忆 的 直 
线 区 0D4. .08 于 总 凋 且 天 有 与 郊 呈 调和 此 示 ， 求 点 如 的 轨迹 (图 10-7). 

10*， 设 了 ,三 后 广 十 D9-| 51， 入 :二 作风 二 站 和 二 az 用 3 王 人 荐 十 和 下 2 家 
证 : 以 六 三 0 ps 了 5 一 0 为 万 的 三 角形 的 重心 由 以 下 方程 给 出 。 

(oaba— gab2) p, -= (asby— Dba) ps = (bs — 6b) ps 
11*， 设 直线 0 变 三 角形 4BO 三 地 BO, CA，4B 寺 4', B,C {图 10- 
.站 9 . 


图 Fi-7 图 10-$8 


OAB, OCX) = {A'B', CO) 


$11 党 全 四 点 形 与 完全 四 线形 的 调和 性 
作为 调和 共 斩 的 重要 例证 ， 本 节 计 论 完 全 四 点 形 与 完全 四 线 
形 的 调和 人 性质. 
定理 11.1 设 s,s' 是 完全 四 点 形 480D 的 一 对 对 边 ， 它 们 
的 奕 点 是 对 边 点 于 ,下 与 其 他 过 对 边 点 的 连 线 是 5 , 则 必 夺 
{ss',1t')=—1 
证 明 训 图 -4, 令 i 交 4B,0D 于 PP, 


以 蕊 为 投影 中 心 ;将 四 点 4, 8B，P, 名 投 言 到 直线 5 上 得 四 
点 五 ,PC， wy, 儿 . 用 以 下 记号 表示 ; 
a JO0* 


(4,B, P, 2) KR CD, 0, 0, 2) 


同 再 
(D, C, @, 2) F (B 4, 7, 2) 
所 以 
{AB, PZ)= (BA, PZ) 
但 是 
1 
{BA4, P20B BRI 
所 以 
(AB, PZ)23 一 1] 
市 王 
{AB, PZ)AE1 
因此 
CAB, PZ)= —1 


所 以 由 定理 10.8 得 
(ss', tt')=—1 

对 于 其 他 两 对 对 边 有 问 样 性 质 , 例如 对 边 4C0, BD 与 YX, YZ 
调和 其 思 ， 

推论 1 在 完全 四 点 形 的 对 过 三 点 形 的 每 条 边 上 有 一 组 调和 
共 轿 点 , 共 中 两 个 点 是 对 边 点 , 另 两 个 点 是 这 条 迪 与 通过 第 三 个 对 
边 息 的 一 对 对 边 的 变 点 , 如 图 11-1 里 , (了 ZN 工程) 一 一 1 

推论 2 ”站 完 全 四 点 形 的 每 条 边 上 有 一 组 调和 基 红 点 ， 其 中 
请 个 点 是 天 点 , 另 一 对 点 香里 , 一 个 点 是 对 边 虑 ， 男 一 个 点 是 这 个 
边 与 对 过 三 点 形 的 达 的 交点 ， 如 图 11-1 里 , (4B, P2) 二 一 1, 

可 以 对 偶 地 得 出 完全 四 线形 的 调和 人 性质, 耻 有 以 下 定理 ， 

定 还 11.1 谈 5" 是 完全 四 线形 gq5ca 的 一 对 对 顶点 ， 它 
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们 的 连 线 是 对 顶 线 zz 与 其 他 二 对 项 线 的 交点 是 了 ,TT', 则 
CSS’', TT')=—1 
证 明 这 个 定理 可 以 用 综合 鞭 与 定理 11.1 对 惕 地 还 明 . 留 
络 读 者 苦 虚 ， 现 在 对 这 个 定理 再 给 出 一 个 代数 法 的 证 明 ， 
由 于 完 金 四 线形 的 边 六 e, 无 三 者 大 点 , 所 以 根据 $6 例 2 
的 对 住 , 可 以 选取 它们 的 方程 分 别 为 %=0, = 二 0, 二 0,5==0, 使 得 
at+A+y id=0 (11. 1) 
利用 (il. 了 D 式 可 以 得 出 汪 茶 对 顶 线 的 方程 分 别 为 ; 
z: gt+6=0 或 B+Yy=0 
¥: PV 二 0 或 B+6=0 
Zz: CE 十 有 -0 吉 vw 十 6=0 
理由 是 , 例如 ,因为 6 兰 B 十 y， 所 以 方程 g++6=0 与 B+p=0 
表示 同一 直线 , 此 直线 显然 是 z, 
现在 看 通过 顶点 4 的 三 条 直线 45, 45', 4AT'， 它 们 的 方程 分 
别 为 二 0, 如 =0, + 如 =9, 如 能 证 明 4T 的 方程 为 a 一 =0, 定理 
即 得 证 . 上 
w 一 有 =0 所 表示 的 直线 通过 点 本 又 因为 xc 一 6= (十 的 一 (B 
十 拉 ， 所 以 % 一 有 =0 所 表示 的 直线 通过 yx 与 乡 的 实 点 ， 印 通过 点 
T， 因此 a 一 8=0 是 本 的 为 程 。 所 以 
102. 


ACSS', TT')=—1, (SS8', TT')=— 

与 定理 1, 2 对 偶 有 推论 1 ,2 (习题 1). 

根据 完全 四 点 形 和 的 调 各 性质， 可 以 解决 * 己 知 共 线 三 点 , 求 作 
第 四 调和 点 ?的 作 图 方法 . 

设 已 知 直 线 上 三 点 123。 

求 作 点 4, 合 (12, 34) = 一 1 

解 如 图 11-3, 过 1 2 各 任 作 一 直线 交 于 点 4, 在 24 上 人寿 取 
一 点 B, 连结 B,3 次 14 于 点 CQ, 再 连结 2 与 0, 1 与 BB 这 两 个 连 
线 交 于 点 DPD， 连结 4,D 与 已 知 直 线 交 于 点 4 就 是 所 求 的 点 。 


这 个 作 图 告诉 我 们 , 如 果 点 侦 Pi, Ps 与 81, 8。 调和 其 斩 , 则 存 
在 一 个 党 全 四 点 形 480D, 两 对 对 边 分 别 交 于 Pi, Ps， 另 一 对 对 边 
分 别 通过 @u Qs; 反 过 来 , 两 对 点 偶 对 于 一 个 完全 四 点 形 有 以 上 这 
种 关系 时 , 必 成 调和 共 轰 . 因此 我 们 可 以 说 , 一 直线 上 的 点 偶 己 ， 
P, 与 @，@。 成 为 调和 共 斩 的 充 要 条 件 是 : 已 ，P。 是 一 个 完全 四 
点 形 的 对 思 点 ，@，@。 是 通过 第 三 个 对 边 点 的 两 条 对 边 与 1 的 
交点 . 
注意 ， 上 述 的 充 下 条 件 可 以 作为 调和 共 孝 点 侦 的 定义 ， 这 是 
综合 地 纯 射 影 的 定义 ， 当然, 在 这 种 定义 里 , P;，P 与 0,, Q; 调和 
共 施 和 04s 与 Pi, Ps 调和 上 共 气 的 意义 不 同 ， 需 要 证 明 调和 具 罗 
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点 偶 的 平等 性 ， 


习 
1， 写 出 推论 1' 与 2'。 
2， 枉 定理 11,1 对 惕 地 证 叫 定理 
11,1°. 


3， 与 定理 11.1 对 展 地 证 明定 理 


4， 设 YZ 是 完全 四 点 形 ABCD 
的 对 过 三 起 形 , 了 2Z 分 别 交 AC, 3 于 
七. 到, 不 用 簿 阔 熙 定理 证 骨 了 2Z, BL, 
ON 共 点 (图 11-). 

5. (1) 设 4, 呈 已 是 完全 四 线形 
的 三 全 长 线 硕 点 , 点 个 4, 了 与 尘 ,0 调 
和 失 辆 ， 


时 Pa RR Ps 
图 11-5 

求证 : 通过 4 吾 的 对 项 线 的 变 忆 在 并 与 忌 的 对 项 点 的 连 线 上 。. 

(2) 写 出 (1 的 对 偶 命 题 . 

6. {1) 设 有 三 点 形 已 PPa 8,, 8 8; 为 基线 二 点 分 别 位 于 三 边 上 ， 允 
RQ 与 Py Ps 调和 和夫 罗 , B32, 8: 与 Ps, Pi 大 和 共 饭 ， Rs, 昌 ;与 Pi，Ps 调和 
共 椭 (图 11-5)， 

求证 : PBR. PR PRs 共 点 。 

* IO4» 


(这 个 命题 可 以 看 成 是 命题 "三 角形 兰 中 线 共 点 "的 射影 推广 .) 
(2) 写 册 (1) 的 村 僧 命 其 于 渤 明 洗 与 诈 命 题 的 关系 、 


$ 12 一 维基 本 形 的 射影 对 应 


本 市 计 论 点 列 与 点 列 之 间或 线 求 与 线束 之 间 的 射影 对 应 与 带 
视 对 应 以 及 它们 之 间 的 关系 ， 


12,1 迁 视 对 应 与 射影 对 应 

定义 12.1 ”如果 一 全 点 列 与 一 个 线束 的 元 素 之 闻 建 立 了 一 
一 对 应 且 对 应 元 素 是 铸 合 的 , 则 这 个 对 应 叫做 透视 对 应 , 点 列 与 线 
采 叫 做 踪 视 的 ， 

如 图 10-3， 点 列 s(4，B，C …) 与 线 东 Se 2 ce, …) 是 透视 
的 , 证 以 

st 五 对 (Ce 

显然 , 点 列 与 线束 的 透视 关系 具有 对 称 性 

定义 12.2 如 图 10-4， 点 列 s 与 s' 的 对 应 点 连 线 交 于 一 点 
S, 也 就 是 这 两 个 点 列 与 册 一 线 求 态 远视 ， 则 这 两 个 点 列 叫 黎 透视 
点 列 , 点 他 叫 散 透 宰 中 心 , 记 以 


oy 
std, B, ©, 六) 8S (4 ， B', 0', “) 


定义 12.2 如 图 10-5, 线束 仿 与 S' 的 对 应 直线 的 交点 在 一 
直线 s 上 , 也 就 是 这 两 个 线束 与 同一 点 询 透 视 , 则 这 两 个 缆 束 叫做 
透视 线束 .直线 5 则 做 透视 办 。 记 以 
(Ge Se 
显然 点 列 与 点 列 或 线束 与 线束 的 透视 关系 都 共有 对 称 糙 ， 又 
根据 定理 10.9 知 欧 比 在 透视 对 应 下 不 变 . 
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思考 ， 点 列 与 点 列 《 线 束 与 线束 ) 的 透视 关系 是 否 具 有 传 
递 性 ? 

在 第 一 章 $ 3 里 , 我 们 通过 连续 进行 透视 仿 射 对 应 构成 了 优 船 
对 应 ， 革 于 射影 对 应 , 有 各 种 不 同 的 定义 方法 。 就 直观 上 来 说 , 连 
续 进 行 延 视 对 应 就 构成 射影 对 应 。 这 就 是 彭 赛 列 (Poncelet) 关 于 
射影 对 应 的 定义 . 

定义 12.3 设 有 两 个 一 维基 本 形 ( 点 列 或 线束 ) [x] 与 [x'] 
如 果 存 在 个 一 维基 本 形 Ez1], [rs], …, [rs]。 使 得 

[x]ALe I ALr AR AL Ain] 
则 把 Ex] 与 [x'J 之 闻 的 对 应 叫做 射影 对 应 ， 记 以 [x] 六 [x'j， 这 
# 二 工 次 透视 对 应 则 形成 透视 对 应 链 . 
如 图 12-1， 


图 12-1 


ulA, 有 CD) 天 Seo R 


Sa, ce, RWCA, B,C ,) 
所 以 有 
uC A, B, OC, I Au A’, BO, a) 
由 定 六 12,3 可 以 看 到 两 个 一 维基 本 形 之 问 的 射影 对 应 必 是 
一 一 对 应 , 且 有 坟 下 性质 ; 
(C1) [天 ] 六 [zx 。 
者 下 硬 所 


(2) 如 果 [z 天 [z, 则 [xz 六 [zx 

(3) 如 果 [x]AEa'], 日 [x J 六 Ez 了, 则 [x] 六 El 

这 就 是 说 , 关系 “7 ?是 一 种 等 价 关系 . 

(4) 如 果 [相关 :< 则 [zx 天 [x']， 但 是 反 过 来 不 成 立 ， 以 
后 将 说 明 射 影 对 应 成 为 透视 对 应 的 条 件 . 

定理 12.1 ”两 全 点 列 间 的 一 一 对 应 是 射影 对 应 的 充 要 条 件 
是 任 向 四 点 的 交 比 与 其 对 应 四 点 的 交 比 相等 ， 

证 明 ” 设 # 为 以 直线 4,1' 为 底 的 点 列 间 的 一 一 对 应 : 


f(P)=P' 
定理 中 条 件 的 必要 性 是 显然 的 , 下面 证 明 充 分 性 ， 
设 i 上 三 点 Po, Pi, Ps BH. f(Po) = Po, f(P)=P, 了 Pa := Ps. 


通过 Py 作 直 线 mm 在 直线 PP 上 取 另 一 点 5S; 以 仿 为 投影 中 
心 将 Pi, Ps 投射 到 澡 上 得 久 ,, 92; 作 直线 Pi8 与 P29,， 它 们 相交 
于 S', 

对 于 了 工 任 何 点 Po, 以 如 为 投影 中 心 将 Ps 投射 到 各 上 重 @w 
冉 以 号 为 投影 中 心 将 多 投射 轴 二 上 得 Pai ,如 图 12-2 有 


圈 12-2 


ttP, Pi, P:. PY)ASCA. D, © 他 ) A mip,, 1, a, 人 如-) 
AS' Ca, Bb, oe, 0) ALCP, Py Ps, Psr ) 
* OF n 


因此 
CPoP,, PPa) = {PoPi, PiPs' ) 
设 FIPo)= 己 ,出 
《PnP PP 【PPepPoy》 
所 以 PP 与 Pir 重合， 因此 
LPo, PP 
自卫 已 -为 任何 点 , 故 充 分 性 得 证 . 
定理 12.1 错 明 可 以 用 变 比 不 变 作 为 射影 和 
下 而 的 斯 泰国 纳 (Steincr) 关于 射影 对 下 的 定 
定义 12.4 设 两 个 一 纹 基 本 形 [x] [a 列 让 久 来) 元 来 
闻 的 一 个 一 一 对 应 使 得 任 何 四 个 元 素 的 交 比 息 半 它们 四 个 对 应 元 
素 的 交 比 , 则 此 对 产 叫 做 [xz] 瑟 fa 站 之 问 的 射影 对 应 , 记 作 
fx 天 [Ce 
转 定 这 32.4 地 可 以 看 到 * 关 ? 是 一 种 等 价 : 关 系 。 
又 下 定理 12.1 可 得 以 下 定理 . 
定理 13.2 已 知 两 个 点 列 间 的 三 对 对 应 点 ， 则 可 以 决定 叭 一 
一 个 射影 对 序 ， 由 射影 对 忘 被 其 三 对 对 应 点 所 只 一 确定 ， 
甘于 线束 三 与 定理 12.1, 定理 12.2 相对 侦 的 定 埋 ,请 读者 写 
出 , 并 考虑 其 证 明 。 
下 而 讨论 射影 对 应 成 为 静 视 的 条 住 ， 
设 点 列 ,了 与 六 间 的 射影 对 弃 是 透视 对 应 ,六 为 透视 中 心 ， 
为 丙 底 上 与 忆 的 变 点 ， 因 为 直线 汪 王 与 两 谋 详 于 同一 虎 长, 所 以 
点 下 自 对 刻 . 
反 这 来 , 设 点 列 2 与 4 间 的 射 师 对 应 子 ， 
fiP)y -PP 
而 合 荆 与 如 的 保 点 卫 作 为 的 点 与 它 在 上 的 对 应 点 文 ' 重合 ， 
中 
。f08 。 


型 13-3 
了 (及 ) 一 六 

在 7 上 任 取 两 点 4. 吾 设 其 对 应 点 为 4 二 二),B' = 二 1(B). 令 
4 与 BB' 次 于 点 5S, SP 与 六 发 于 点 P*. 

设 对 应 PC(P)= P* 是 以 总 为 透视 忠心 的 点 列 区 呈 ) 到 天 (PP ) 的 
透视 对 应 , 则 车 庶 史 是 射影 的 . 

但 是 在 史 之 下 ,三 点 出 及 三 分 别 对 度 二, B'， 六 于 是 对 应 
与 YW 有 三 对 对 应 点 看 同 ， 所 以 由 定理 12.2 知 f==w, 即 P' 与 P* 
蛋 侣 ,因此 上 是 透视 对 应 (以 总 为 透视 中 心 ) 

综 上 记述, 得 到 以 下 定理 ， 

定理 12.3 两 个 点 列 问 的 射影 对 应 大 透视 对 应 的 充 要 条 件 
是 它们 底 的 交 态 自 对 应 ， 

对 俩 地 有 

定理 12.3 惠 个 线束 闻 的 射影 对 应 是 远 视 对 应 的 亮 要 条 件 
是 它们 顶点 的 过 私自 对 应 . 

例 1 证明 已 下 斯 命题 (多 $8 习题 3). 

设 41, Bu Ci 与 de Bsa, Ca 为 同一 平 闻 内 两 直线 上 的 两 组 共 线 
点 , B10 与 BC 变 于 了 Ciadas 与 Cs4i 交 于 型 , 4。 与 和 Di 交 于 
(图 12- 人 . 

则 三 点 工 , 如 ,NV 必 共 线 ， ， 
09 。 


证 明 :， 如 网 12-4， 
CB1, Ds N, 十) 全 (DCo Bo As) 7 (B,, Os, 天, 再 ) 
所 以 
CR, D, NY, A ACB,, 人 >， L, E) 
但 是 在 这 个 射影 对 应 中 , 一 点 列 底 的 光 点 Bi 自 对 应 ， 所 以 由 定理 
12.3 省 
(CB, Db, NN, A A (CB;, Ca， 工 ， 百 ) 
因此 ， DO;, NL 工 ， aB 三 直线 卜 眠 ， 即 也， 型， 水 线 ， 


12.2 点 列 间 射 有 影 对 应 的 代数 表示 


讼 两 直线 二 与 上 上 用 三 对 对 应 点 已 一 Pi {i 二 1,2,3) 建立 了 
一 个 射影 对 应 ， 贴 由 定 浆 12.4, 对 于 任何 一 对 对 应 点 P=>P' 有 


(PiPs, PP)-: CPiPs, PSP') (12. 1) 
在 二 写 避 上 分 别 引 入 一 维 笛 氏 并 次 坐标 ， 设 局， Ps, PsP 的 


坐 乐 分 别 为 . 

Ca gz Ch Bae), Coit dD qs dba), (Cal AD), ts + Abs) 
是 Pi, Po Ba 与 的 礁 标 分 判 为 
* 了 了 全 二 


区 a ), Cp, b2), Ca rt Mp, os 4b), Ca A Bi, as + Ab) 
根据 定理 10. 5, 有 
如 = 外 (12. 2) 


区 1 Ta 
qrTtAb t+ AD 
所 以 
一 223 0za 
4 一 — Bor! -Bir 
同 至 
不 二 如 和 TS 
—bsrit birg 


将 机 4 代 人 (12.2), 得 
Ml Oar to) A brit biz3) 


[i 好 21 一 让 172 


所 以 
‘aod — Baxit br) = pASC— bir bir2) 
Yass — dar par dirs) 
共 中 p 为 比例 常数 . 
解 出 zu 好 得 射影 对 应 式 的 通 形 


和 HisTg (12. 3 
OR ta ors 
其 中 Bp 关 0, a oa mn oz 都 是 常数 ,并且 行列 式 
万 一 fl! {12 0 
Wa] Gag 
(否则 上 的 点 都 对 应 世上 一 个 定点 , 因此 不 是 一 一 对 应 , 所 以 不 


可 能 ). 
如 果 仅 订 论 两 网 线 上 的 有 穷 远 点 ， 则 可 把 (12. 3) 中 点 卫 与 PP" 
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的 齐 次 举 标 化 为 厘 济 次 学 标 , 而 径 
4 一 出 1 十 后 (19.4) 


zl 

形 如 (12. 3) 或 (12. 4) 且 系数 行列 式 不 等 于 零 的 对 应 叫做 非 奇 
线性 对 应 ， 因 此 得 到 以 下 定理 . 

定理 12.4 ”两 直线 上 各 建立 第 氏 华 标 系 , 则 以 此 两 直线 为 底 
的 点 列 问 射影 对 应 必 是 非 奇 线性 对 应 . 

这 个 定理 的 逆 定 理 也 成 立 , 弛 有 

定理 12.5 两 直线 上 各 建立 第 氏 举 标 系 ,由 以 比 两 直线 为 底 
的 点 列 间 的 非 寺 级 性 对 应 必 是 射影 对 应 . 

证 明 《1) 设 有 非 天 线性 对 应 (12.3)， 则 对 于 1 上 的 一 个 确 
定 的 点 P(xz1，zz )， 由 (12.3) 必 能 确定 两 个 不 全 为 零 的 数 (pz， 
PX3). 《否则 , 由 于 DD 了 0, 内 


je 才 [1 | 


站 2 六 和 22X2 二 习 
将 推出 x 二 zs 二 0， 这 蚌 不 可 能 的 . ) 因此 点 了 在 1' 上 有 唯一 确定 
的 家 ， 
让 于 D 关 0, 由 (12. 3) 可 求 出 其 道 
攻 


人 Xi 
其 中 0= 芳 , 44; 是 ai; 在 妃 中 的 代数 余子 式 ， 因 此 上 的 一 点 在 


?7 上 有 了 唯一 确定 的 诛 象 。 于 是 推 得 1 上 土 的 点 与 上 的 点 通过 (12， 
3) 建 站 了 一 一 对 应 . 
(2) 设 了 上 四 点 Pi, Ps Ps, 已 通过 (12. 3 对 应 于 万 上 的 四 点 
Pi, Ps, P,P'。 它们 的 举 标 与 证 明定 理 12, 4 时 所 用 的 符号 相间 ， 
出 前 三 对 对 应 点 的 第 一 坐标 得 


Fr 
PGi= Gnd ysds 


(12.5) 


二 1i29 


pubi= qb oade 
Palat ABD = {at Ad) 4 qs(tat ovs) 
把 前 两 式 代入 第 三 式 并 进行 整理 得 : 
《ps 一 PDB 一 (4ops 一 20Do)D1 
同样 由 前 三 对 对 应 成 的 第 二 上 坐标 得 
(ps— Pi) gs (do pz — AIDa) Ds 
出 于 Pi 与 户 不同 , 愉 有 


5 blo 
do b2 
央 噬 
Pa—P1=0, ipzs— Aips=0 
于 是 
加 
如 Ps 
再 考察 第 一 ,二 与 第 四 对 对 应 后; 同 理 可 得 
Di 
a Ds 
所 以 根据 定理 10.5 得 
(PiPs, PsP)= 和 = 他 = (PIPE, PP 


由 (1)，(2) 根据 定义 12.4 知 非 青 线性 对 应 《12.3) 为 射影 
例 2 求 射影 对 应 式 ， 使 直线 上 以 2 4 为 坐标 的 点 及 无 帘 
远 虚 丫 次 对 应 直线 上 也 一 D1 为 坐标 的 点 及 万 穷 远 点 ， 
解 ” 设 射影 对 应 式 为 
Pri= ut a ery 
0 ail T Gav 
由 了 于 无 穷 迁 点 对 虚无 穷 示 点 , 必 有 
s 了 了 


Cai 一 站 
又 由 于 维 标 为 (2, 1) (4, 的 点 对 应 党 标 为 (一 1,1), (1,1) 的 
虚 ; 人 必 有 
— P=24 .+a Pa da es 
| D1-= 20a1 + fdas, | 
因此 所 求 的 对 应 式 为 


Ps = dq as 


和 


站 2 = Ya 
非 章 次 式 为 
攻 二 完 一 入 
加 | 题 


1。 求 射影 对 应 式 , 使 直线 上 举 标 是 0,1,2 的 三 点 是 次 对 应 直 线 汪 上 
坐标 是 一 5 0， 一 2 的 三 点 ， 将 对 应 式 写 为 瑚 次 然 标 与 非 齐 次 举 标 两 可 形式 
并 求 出 每 条 直线 .上 无 穷 远 点 的 对 应 点 . . 

2， 必 庙 影 对 应 式 , 使 直线 1 上 并 标 是 1,2,3 的 兰 点 对 应 直线 二 于 的 三 
点 , 其 坐标 为 : 

(1) 4,3,2; 2) 一 1 一 2 一 3 (3) 1,2,3. 

3、 记 果 射 影 对 应 使 无 穷 还 点 对 应 无 穷 近 点 、 求证: 这 个 射影 对 庶 使 二 
点 列 的 底 1 与 1 具有 以 下 性 质 : 

2 上 上 任何 线段 的 长 旗 与 六 上 对 应 线段 的 长 麻 成 定 比 . 

4.， 设 (48，CD) - 一 洁 , 吾 是 线段 4D 内 偏 于 4 的 三 等 分 点 , 求 作 点 0. 


5。， 在 四 边 形 48B0D 的 两 出 4D 与 BC 上 上 和 考取 一 点 加 与 而 使 4 吾 : 开 不 一 
4D:BO， 求 证 ; 直线 4F 与 BB 的 交点 的 困 迹 是 一 条 直线 - 

6 如 果 江 角形 45C 的 迪 B0, G4，A8 分别 通过 在 同一 直线 的 三 点 书 ， 
8.R, 及 顶 避 B,C 各 在 一 策 定 直线 上 上。 求证 ; 项 虑 4 也 在 - -条 定 坪 线 上 ， 

7?*， 各 时 点 列 (PYACP YL 与 渡 交点 为 求证 : P,Ps 与 PePr 的 交 
点 吾 的 轴 迹 是 一 直线 ， 岳 :本题 的 对 偶 命 是 如何? 


1 了 了 和 = 


$13 一 维 射 影 变 接 


平面 内 的 一 维基 本 形 包 括 点 列 已 线束 ， 和 如果 两 个 问 类 的 基本 
形 ( 同 汶 点 列 咕 钱 束 )， 是 同 底 的 或 末 中 心 的 ， 则 叫做 重 琶 了 攀 基本 
形 . 两 个 重 检 的 - -维基 本 形 的 射影 对 启 ， 世 就 是 一 个 一 维基 本 形 
到 自身 的 射影 对 应 ， 这 种 射影 对 应 旧 做 射影 变换 , 

灵 然 定理 12.1 与 定理 12.2 对 点 列 的 射影 对 换 的 情况 仍 成 
12,3) 与 (12. 4 二 式 是 江 列 的 射影 变换 的 代数 展 术 式 ， 不 过 ， 
这 上 时 《zh za 与 (zl 3z2) 玻 (2 与 (是 对 同一 坐标 系 的 坐标 

一 维 捷 不 形 的 射影 变换 的 不 变 元 素 【〈 即 二 重 元 素 或 称 刘 对 应 
元 惑 ) 的 个 数 丰 能 大 于 2， 也 就 是 说 ， 如 果 一 -个 一 -维基 本 形 的 射影 
变 接 存 在 三 个 自 对 应 元 素 , 则 这 个 变换 一 定 是 得 等 变换 . 

本 节 此 说 明 射 影 变换 的 另 一 种 表示 落 , 即 参 数 表示 话 . 


十 92 ， p=)"" |z0 
ttt 十 (ya Nat ag 
可 以 写 为 
a 十 1 
全 el = GE 一 人 于 用 Ga 一 人 一 人 
则 得 
CE2 Ari+ vr'+o=0 {amo— py) {13, 1) 


(013. 了 ) 式 型 数 zz 的 双 线 插 方 程 , 其 中 wz: 家 示 笛 氏 华 标 ， 
设 有 两 个 重合- 维基 本 形 { 辣 为 点 列 或 线束 ) 4+iB 与 
4 十 4B 之 间 的 -个 射影 对 应 , 它 是 由 三 对 对 应 元 素 4 十 48> 4 十 
41B(i 二 1,2.3) 所 识 定 的 ， 则 由 定理 10.5 的 推论 知 ， 对 于 任何 第 
四 对 对 应 元 素 4 十 4B 一 4 各 B 有 : 
Ch A dA) 【机 一 下)( 一 姑 》 


CA A dA (dC—ds) (di md) 


由 JI3 « 


因此 2 与 不 之 间 的 英 系 为 
aAA' tbA+cA + d= (13. 2} 
其 中 a,8,c,a 为 常数 且 qa 一 bc 郑 0， 即 为 4.4 鲁 双 线性 方程 . 
反 过 来 , 如 时 有 与 4 满 是 到 线 手 方程 ， 即 
uAd' + bAtea i d=0 【Ga 丰 一 五 CE 到 站) 
则 有 
0 
同样 可 以 计算 入 一 和 , 丰 一 居 : 和 一 入 ， 因 此 可 以 得 于 
(A dd od) CA) {ds oA) 
C2 As od Cha As) Ai— A 
这 就 是 说 ， 和 任何 四 点 的 交 比 等 于 其 对 应 四 点 的 交 比 ， 所 座 由 4 十 
AB->4+ 日 块 定 的 对 应 是 射影 对 应 . 
综 上 上 所 述 ， 两 个 重 琶 一 稚 基本 形 4 十 48 与 4 十 4B 之 间 射 影 
对 应 可 以 定义 为 任何 元 素 的 参数 2 与 其 对 应 元 素 的 参数 4 之 站 
满足 双 线 性 方程 ， 
对 于 自 对 应 元 素 4 二 45， 它 的 象 仍 为 4 二 48， 所 以 4 满足 
方程 


aRttp+ce)d trad 《13. 3) 
{13,3) 是 多 的 二 次 方程 ,因此 有 两 个 根 4 hz。 由 每 一 个 和 根 得 到 一 
全 自 对 应 元 囊 . 
如 果 么 与 克 为 不 稀 的 实数 , 则 有 下 个 自 对 应 元 素 ， 这 种 射影 
变换 呀 微 汉 曲 庆 的 ; 
如 果 大 与 加 为 相等 的 实数 , 则 有 一 个 自 对 应 元 素 ， 这 种 射影 
变换 呀 全 抛物 型 的 ; 
如 果 思 与 如 为 虑 数 , 则 没有 实 的 自 对 应 元 素 , 这 种 身影 变换 
中 做 桥 回 型 的 ， 


间隔 


例 设 已 与 已 是 一 维基 本 形 射影 变换 的 对 旗 元 素 , 五 ,下 是 两 
个 不 辐 的 自 对 应 元 款 ， 
求证 《PP ， 吾 8 汶 常 数 ， 
证 明令 多, 为 男 一 村 对 应 元 迪 , 则 
(PO, EF) =—{P'W', EF) 
如 时 五; PP5 和 人; 吾 , 玉 的 参数 分 别 为 总 和 思拓 4 和， 则 
CZ) CAD_(s'—N) (一 本 


(aD) Cg A) Crh) yA) 


《2 一 人 (2 一 全) A) yA)(y' A) 


CA) CR A) (yA yA) 


妈 
PP', EF) 一 (全 全 EF) 
注音， 所 上 的 讨论 是 对 重 释 的 一 维基 本 形 说 的 可 以 证 明 ， 
对 于 非 重 县 的 两 个 一 维基 本 形 4+4B 与 直 十 4 有 8 成 为 射影 对 应 
的 充 要 条 件 也 是 2 与 4 满 吓 一 个 到 线性 方程 . 


习 题 

1- 求 以 下 重 亚 -一 维基 本 形 的 射影 变换 上 对 应 元 素 的 参数 : 

{1) 吕 A 十 64 十 46 一 刷 

(2) 2A 2A 二 l=0; 

(3) 1 2 十 4 一 0， 

2 . 二 4 为 祭神 三 点 形 , 0. 11,1, 4 交 44 于 点 4, 王 是 而 4 
的 动 点。 PO 六 机 4 于 如 8 和 交 四 4s 于 点 了 ， 如 果 了 P,P' 的 坐标 分 别 为 
(0, 4 1 (0.4 1， 求 射影 变换 (5 关 CP 7 的 方程 与 月 对 应 点 ， 

3. 设 4,BC 是 不 同 的 基线 点 , 在 射影 变换 (LP)ACP) 中 ， 和 丰台 ,CC 分 别 
对 应 尾 C 4 求证: (及 六 人 有 丙 个 不 同 的 自 对 应 点 ， 


4. 设 射影 变 挽 为 抛物 型 的 , 自 对 应 克 素 的 参数 为 4， 求 下 ; 天 一 


一 
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i 二 常数 . 


5。 设 P,P'; QQ 足 射 影 室 换 的 丙 对 对 永 点 ,下 是 向 对 应 点 ,下 是 通 
过 百 的 直线 上 的 任何 天 点 , PV, PY 交 于 了? QF， 六 交 于 8 点 列 的 谋 
为 ?， 求 证 : P"Q”* 王 芋 的 变 点 是 郧 一 个 自 对 应 点 ， 

6， 谈 44, B,C 是 不 同 的 共 线 点 且 有 有 

(4 BUC, P, Y, RY ALB, O, 4, V, R, <) 

求证 : 驴 与 五 重合 . 

提 :; 用 第 3 是. 

7， 设 点 列 的 射影 换 旦 朱 物 型 的 , 玉生 和 肯 对 应 点 ,了 一 > 了 是 一 对 对 应 
点 。 驴 久 , 当 P' 看 作 第 一 点 俐 的 点 时 ，P 一 -> 求 亚 : (8P', PD 二 一 1 


§14 一 维基 本 形 的 对 会 


本 节 讨 论 射影 变换 抽 一 种 灶 狐 情况 一 一 对 合 . 

定义 14.1 在 两 个 重 亚 而 此 射影 对 应 的 一 维基 本 形 里 ， 如 果 
对 于 任何 元 素 , 无 论 看 作 属 于 第 一 基本 形 或 第 -基本 形 , 它 的 对 应 
元 素 是 一 样 的 , 邢 末 这 种 非 已 等 的 射影 变换 叫做 对 合 ( 对 应 》. 

定义 14.1 就 是 说 , 在 对 全 里 每 灶 对 应 元 素 的 答 个 元 素 妇 入 鄂 
个 基本 形 都 可 以 ,例如 ,在 直线 [上 取 定 如 点 ,对 于 上 任 仙 点 Ps， 
取 Pi 关于 曲 的 对 称 点 为 Pi 的 对 应 点 {图 14-DD， 则 显然 


《PDACPi) 站 县 这 个 射影 变换 是 一 个 对 合 . 碟 口 与 无 穷 带 感 起 两 
个 自 对 应 成 ， 
i FP —! 
图 14-1 


下 面 讨论 射影 变 痪 成 为 对 含 的 条 件 . .不 候 假 定 所 讨论 的 基本 
形 蚌 两 个 重合 点 询 . 

先 把 点 作为 第 一 点 列 的 点 ， 记 为 已, Pi 在 第 二 点 列 的 对 应 
点 记 为 忆 。 再 把 点 卫 作 为 第 一 点 列 的 点 , 记 为 Ps, Ps 在 第 一 点 列 
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的 对 应 点 记 为 产 ， 在 一 般 身 影 变 换 下 ， 疡 与 P; 不 同 ， 现 在 假设 
是 对 合 对 应 , 则 Pi 与 P; 重合. 
令 Pi 的 参数 为 ,Pl 的 参数 为 YF。， 因 瑟 与 忆 是 射影 对 应 里 
欧 对 应 点 , 所 以 了 与 4 席 是 方程 
apq’ t+opier -=o —bcA0) {14.1) 
当 卫 作为 Ps 时, 它 的 参数 仍 为 p， 如 果 对 应 点 天 的 参数 为 2 则 同 
样 8 与 了 满 吓 方程 
raphyi+ep+a=d (tad— be #0) {14. 2) 
但 是 在 我 们 的 假设 之 下 , Pi 与 Pi 重合 。 所 以 9 二 8。 因此 (14.1) 
apyi+bpreoi du C14.3) 
(14.3) 式 与 (14.2) 式 相 减 , 得 到 
一人) 了 一 全 一 月 


用 于 
Lt 
所 以 
b=e 
因此 在 对 合 的 情 识 下, 对 应 点 的 参数 4 与 4 所 满足 的 方程 为 
34 椒 工 本 (和 十 可) 二 有 一 {tad— bz0) C14. 4) 


扩 过 来 , 设 (14. 蕊 成 六 、 卫 为 第 一 成 列 的 感 ， 套数 为 P?， 其 对 
应 眠 参数 为 9 则 有 


有 人 十 opi)+a:0 《14. 57) 
再 把 己 作 为 第 二 点 列 的 点 , 共 对 应 点 参数 为 9 则 有 
apy+o(p+ 9) td=0, 《14. 67 


《14. 6 和 式 与 41d.5) 式 相 碱 , 得 到 
Cap t+ 6) (9—9)=0 


* TlDs 


ap ib 
所 以 
gg" 
这 表示 无 论 将 PP 作为 属于 哪个 点 列 ， 其 对 应 点 一 至 ， 因 下 两 
点 列 成 为 对 侣 对 应 . 
综 上 所 述 , 得 到 以 下 定理 ， 
定理 14.1 讽 个 年 下 点 列 4+ 45，4+ 雹 吾 成 为 对 售 对 应 的 
充 要 条 件 是 对 应 点 的 参数 4 与 满足 以 下 方程 : 
8 十 本 4 了 友 ) 二 下 一 站 (ag—b: 0) (14.7) 
我 们 知道 ， 三 对 对 应 元 素 决 定 叭 一 一 个 射影 变换 ， 如 果 是 对 
合 ; 则 有 以 下 定理 . 
定理 14.2 不 重合 的 两 对 对 应 点 决定 唯一 一 个 对 合 对 应 . 
证 明 设 两 对 对 应 点 忆 与 P', 昌 与 名 ,上 暴 参 数 为 了 与 9， 与 
4; 满足 村 合 方 各 
aAad FA AYITA=O (qd— Hz 0) 


山 有 

app' 十 -再 (二 有 二 人 一 

agg + (q+ 9 )+d=0 
所 以 

二 “ 1 i1 了 | 下 
pe Lak | ， | pp" . | p | 
igta 1| [1 gi lar q+gq 

设 
必 十 ' 1 1 ! t r + 和 
时 2 -= | {1 pp Bp, lr ? 了 了 | 
9 7 和 | lqg’” gi:g 


因此 得 到 由 两 对 对 应 点 P.P', 9.0' 所 决定 的 对 合 方 各 
.4444 + BIA-AN+DS0 
由 于 


* Jj20* 


令 这 个 公 比 为 P, 则 有 
al 一 型 := p"(AD— BY 


人 可 一 下 天 0 


AD— B:A0 
推论 ”在 同一 对 应 下 ,三 对 对 应 点 P,，Pi(t 二 1,2,3) 成 为 对 
合 对 应 的 充 爸 条 件 足 
ip 1:+p 1 
bp: pz 十 pz 1 
paps Psp 1 
其 中 8;,, Pi (2 三 1,2,3) 分 别 为 了,, Pi (i 一 1,2,3) 的 参数 . 
以 下 再 从 几 知 方面 说明 射影 变换 是 对 合 的 条 件 . 
设 两 重 琶 一 维基 本 形 (P) 与 CP) 成 为 身影 对 应 ，(P)}A CP). 
Pi Pi 1,2,3) 是 三 对 对 应 元 崇 . 把 PP 作为 (P) 中 的 元 未 ， 它 的 
象 是 (PD 中 的 人 8 一 般 地 ,全 与 Pi 个 同 ， 如 果 CP)ACPD 是 一 个 对 
合 ; 赠 傅 与 Pi 重合 .六 且 和 有 
(PP PP) (PP PPO (14.9) 
(14.9) 就 是 利用 变 比 囊 示 的 芭 对 对 应 元 素 属 于 同一 对 人 台 的 条 件 . 
及 不 难 证 盟 , 在 射影 变换 里 , 只 要 有 一 -对 对 应 元 素 满 足 对 合 对 应 的 
要 求 , 则 所 有 有 其余 的 对 应 元 素 对 都 注 征 要 求 ， 柚 实 上 ,如 录 Pl, 记 I 
是 一 对 满足 对 合 条 件 前 对 应 元 赃 ， 忆 ，s 生 这 个 射影 变换 里 另 一 
对 对 应 元 素 ， 设 作为 第 -基本 形 的 元 素 时 ， 其 对 应 元 素 为 上， 
由 殷 括 射 影 变换 的 定义 与 诡 比 的 扩 质 有 
CPPi, PsP2a) =tPi Py Pr PY (PP PP;) 


= C14.8) 


-i241+= 


因此 巨 与 P; 重合 ， 这 说 明 P, P; 这 对 对 应 元 素 也 满足 对 合 要 求 , 

所 以 如 果 射 影 变换 有 -对 对 应 元 素 清 足 对 全 对 应 要 求 ， 则 一 
定 是 对 合 . 

现在 计 论 对 合 的 二 重 元 素 ， 要 求 得 二 重 元 业 ， 只 需求 出 与 它 
们 相应 的 参数 ,为 此 把 5 c 代入 射影 变换 自 对 应 元 素 满 是 的 方程 
(13.3): 

qd bie)Ata=0 
就 得 到 
a+2pA+d=0 (ad— bs:0) (11. 10) 
由 (14. 10) 可 以 求 出 两 根 44, 4s， 对 于 每 一 个 根 就 得 到 一 个 二 重 元 
素 . 由 于 qc 一 如 关 0， 所 以 对 合 一 定 有 两 个 不 同 的 二 恒 元 素 ( 实 
或 虑 ). 

在 $13 的 例题 里 已 经 还 明 ， 如 果 P, P' 是 射影 变换 的 一 对 对 
应 元 迷 , ,是 两 个 不 同 的 二 重 元 素 ， 则 CPP', 下) 二 常数 ， 如 果 
是 对 合 ， 则 这 个 常数 等 于 一 1， 这 因为 根据 对 合 的 性 质 知 ( PP 
EF)=(P'P, EF). 所 以 (PP EF}=—1. 

反 过 米 , 如 果 了 ,请 ;3,9 … 都 是 与 二 固定 点 吾 , 下调 和 共 耗 
的 点 侦 , 则 P,P';@,@';… 是 属 丁 同一 对 合 的 对 应 点 对 且 以 书 , 为 
二 重点 ， 这 是 因为 当 吾 , ,了 P 给 定时 , 则 点 偶 B, 了 与 P,P' 调和 共 
略 的 点 P' 唯一 确定 , 所 以 P,P' 满足 对 合 的 要 求 . 

综 上 所 述 , 得 到 关 二 对 合 的 二 重 元 素 的 定理 : 

定理 14.3 ”对 合 对 应 存在 两 个 二 重 元 素 ， 射 影 变 换 是 对 合 的 
充 要 条 件 是 任何 一 对 对 应 元 素 与 两 个 二 重 元 素 调 和 此 斩 . 

例 1 求 被 两 对 对 应 元 芭 1 与 了 ，0 与 2 所 决定 的 对 合 的 


方程 . 
解 设 a4a4TTa8M4AHDFE=D 为 所 求 方程 , 则 
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Lo Sp-ad0 
? 2 
2P- =0 
所 以 
np'ia1:l1:—2? 
二 总 


2442 0 
为 所 当 的 对 侣 方程， 
例 2 设 4,4; BB，B' 是 对 合 的 两 对 对 应 元 素 ，， 玉 是 二 二 
求证 4,B;4',B' 刀 ,下属 于 另 一 对 合 ， 
证 明 ”由 题 设 有 
CAB', BEF) = (A'B, EF) 
所 以 
(AB’, EF)=(BA'FE) 
根据 (14.90 知 A,B; A'，B'; 
吾 , FF 尽 届 十 同一 村 全 的 三 对 对 应 
例 3 求证 不 通过 顶点 的 任 
何 直 线 与 完 侈 四 点 形 三 对 对 边 的 
谈 点 是 属于 间 一 闻 合 的 二 对 对 应 
点 { 笛 沙 格 对 全 定理 ), 
证 明 和 如 图 14-2， 直线 世 与 
完全 四 点 形 :480D 的 三 村 对 边 的 图 14- 
谈 点 P,P 8.03B,R' 在 上 上 决定 一 个 射影 变换 .现在 证 明 它 是 


一 个 对 合 ， 


(P,P',Q, R) KR CB, P， 0) NR (P,P', R'Q) 


ws 于 全 条 二 


所 以 
(PP QR) =CPP', RQ)Y=PP, O'R') 
因此 这 个 射影 变换 是 一 个 对 合 . 
思考 : 已 知 对 合 的 两 对 对 应 点 ， 如 何 作出 其 他 任何 点 的 对 
应 点 ? 


习 题 

1， 求 被 两 对 对 应 元 素 2 与 2, 1 与 4 所 决定 的 对 合 的 方程 ， 

2. 求 对 人 台 的 方程 . 这 个 对 会 船 二 重 元 素 的 参数 为 : 

(1) 2 与 3; (2》 方程 at* 十 281 十 7=0 的 栋 , 

3 求 对 侣 的 二 重点 的 参数 ， 这 个 对 合 由 满 是 下 列 方程 的 对 应 点 侦 所 决 
定 : 

{1) 1 i=0 S131+1=0; 

(2) ft-=0t 2 —2f—1=0, 

4 设 和 4BC，D 了 号 共 线 点 且 {4B, DP) 一 (4B. PO)， 求证 ， 呈 有 两 种 
可 能 位 置 电 与 4, 吾 调 表 具 斩 . 

5。 写 出 笠 小 后 对 全 定理 的 对 侦 定 理 , 

6*。 没 二 日 ,0 ,BB',C' 十 基线 点 是 

{AA', BO 一 (人 ,Pd 一 (ec AB}=—1 

求证 .44 4 吾 , BSC,C' 是 网 一 对 食 的 对 应 点， 

7*， 求 证 ， 钱 束 的 奸 含 必 有 一 -对 互相 重 直 的 对 应 直线 、 阿 能 不 能 有 页 
允 对 对 应 直 线 开 相 获 直 ? 

8*， 求 证 : 任何 非 借 等 的 财 影 变换 , 如 果 不 是 对 合 ， 出 必 是 了 酚 个 对 合 的 
乘积 ， 


$315 二 锥 射影 变 搁 


本 节 把 12， 13 的 理论 推广 到 二 弘 情 况 ， 主 楼 讨论 一 个 平 
面 上 的 点 到 另 一 个 学 面 于 的 点 之 问 的 射影 对 应 . 
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15.1 非 奇 线性 对 应 与 射影 对 应 
设 地 与 式 是 两 全 平面 , 在 每 一 个 平面 上 有 一 个 身 氏 《 齐 次 ) 溃 
标 系 ， 考 虑 平面 下 的 点 PCz mszo) 到 平面 了 的 点 已 (zl 2z2，237 
的 一 个 对 应 
Pr! 一 和 113 于 妆 tage 直人 1839 
Le Fi 二 GyoTy zaty [A4|=|a;l #0 (15.1) 


Ors = dT1 十 过 3222 -人 sa 


dU Wa Hs 
A=| i asa ma | PAO 
al da Was 


这 个 对 应 叫做 非 奇 线性 对 应 ，44 吧 做 它 的 方 隆 ，[41 叫 做 它 的 行列 
起 ,qi 叫 报 对 应 的 系数 或 参数 ， 对 应 C15. 1) 可 以 编写 为 


其 中 


a 
Pri = Pairs (t=1,2,3) 15.1) 
4=1 


若 用 移 阵 写法 , 则 又 可 写 为 : 


31 2 
Pl ws |= A| zx 
2 Ty 


应 该 注意 的 是 ,根据 齐 次 坐标 的 性 质 , 因子 pt pp 关 0) 的 取 法 对 
于 平面 x 在 坐 祭 (pzl, pz .02 7 的 点 P' 设 有 影响 ， 所 忆 每 个 点 
PP 只 能 有 唯一 一 个 点 P' 作 它 的 象 . 

如 果 只 讨论 两 平面 上 上 的 在 穷 远 虚 ， 则 可 以 把 418. 1) 写 为 非 齐 
次 坐标 形式 


x 2 RT dg TA 
aid i ang “ag 


ly Maley a 
aT 7 Gg! ag 
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仿照 定理 12. 5 的 证 暴 ; 可 以 证 明 非 奇 线性 对 应 必 是 平面 天 上 
与 平面 x 上 点 之 间 的 一 一 对 应 ， 
现在 考虑 415. 1) 能 否 建 立 平 面 上 与 平面 ”上 的 直线 间 的 
一 一 对 应 ， 
设 在 平面 x 有 一 直线 , 它 的 齐 次 线 学 标 是 [Wi, say W3]， 这 直线 
的 方程 是 
Mii 二 下 Te 十 23Y3 一 站 【15. 33 


为 了 说 明 (15.3) 在 xz' 内 的 对 应 图 形 , 将 (15. 1) 的 道 
$3 
ori= Dd il,2,3) (15. 4) 
1=1 
代 人 {15. 3) 式 得 
3 多 旬 
2 DT Aju x A rs Ass; 一 
4=1 了 =1 1=1 
此 方程 表示 xz" 内 的 一 条 直线 , 它 的 线 汲 标 是 
Hu = 人 > (i=1, 2,3), 10 
f=1 


日 14i1 一 1ai;|? 关 0, 这 说 明 上 式 是 直线 间 的 非 奇 线性 对 应 。 因 时 
得 到 以 下 定理 . 

定理 15. 1 平面 x 上 的 点 到 平面 x .上 的 点 的 非 帝 线 注 对 应 
《15. 1) 建 立 了 xz 上 的 直线 到 上 的 直线 的 非 奇 线性 对 应 


号 
T=1 


HH 
推论 Aw = 5 4; 的 造 对 应 是 


d=1 
3 

Hu = Say (i=1,2,3), HA0 (15. 6) 
于 三 1】 
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证 明 设 wij; 是 |4is| 中 45 的 代数 余子 式 , 则 有 
各 一 lais| ais 

利用 上 式 与 (15, 4) 即 可 得 证 . 

所 谓 二 平面 的 点 之 间 的 莹 视 对 应 就 是 二 平面 的 点 之 闻 的 一 一 
对 应 ， 使 得 对 应 点 的 连 线 共 点 (参考 3 12)}， 下 面 定义 射影 对 应 ， 

定 必 15.1 两 个 平面 的 点 之 间 的 一 一 对 应 和 如果 满 足下 列 
条 件 : 

(C1) 在 何 共 线 点 的 象 仍 是 共 线 点 ? 

《2) 任何 共 线 四 点 的 交 比 等 于 共 对 应 四 虞 的 交 比 ， 

则 吡 一 一 对 应 昌 慨 射影 对 应 ， 

同 祥 可 以 给 出 汪 个 平面 的 直线 之 间 的 射影 对 应 的 定义 . 

两 个 平面 的 点 或 两 个 平面 的 直线 的 射影 对 应 是 同 素 对 应 《点 
对 应 点 从 而 直线 对 应 直线 或 直线 对 应 直线 从 而 点 对 应 点 )， 通 常 
说 辣 素 对 应 系 指点 到 点 的 同 素 对 应 ， 又 由 定义 可 以 看 到 以 下 
性 质 

《1) 两 平面 的 点 之 癌 的 透视 对 应 必 蚌 射影 对 应 ; 

《2) 两 平面 的 点 之 间 的 射影 对 应 满足 等 价 关 系 的 要 求 . 

现在 要 证 明 (15. 1 是 两 平 而 的 点 之 间 的 射影 对 应 ， 为 此 指出 
直下 引 理 ,证 时 留 给 读者 考虑 . 

引 理 “ 设 非 奇 线性 对 应 (15. 1 使 平面 了 内 的 点 与 互 顺 次 对 
度 平 而 于 内 的 点 人 与 六 则 内 的 点 9 十 相 必 对 应 内 的 点 
Pa9' 二 Zpab， 此 处 Pi 与 Pz 须 次 为 8 对 应 8 与 8 对 应 如 的 比例 
常数 的 值 . 

定理 15.2 两 平面 5 与 5' 内 各 建立 伴 氏 举 标 系 ， 则 这 两 个 
平面 的 点 之 问 的 非 奇 线性 对 应 必 直 射影 对 应 . 

证 明 ”我 们 蕊 经 知道 , 非 河 线 性 对 应 (15. 1) 是 两 平 功 与 x 
的 点 之 间 的 一 一 对 应 而 且 建 立 了 于 与 地 内 直线 之 问 的 一 一 对 庶 ， 
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现在 证 明 (15. 了 保持 交 比 不 变 ， 
在 zx 上 了 到 四 个 不 问 的 共 线 点 : a,5,a 呈 42.6, a 二 + 5， 根据 引 理 ， 
宪 们 站 zx" 上 的 对 应 点 是 : ,8,8 十 pab' Pi@' 二 42p2b'， 因 此 


它们 的 交 比 都 是 全, 所 以 C15. 1) 是 射影 对 应 . 


下 面 证 明定 理 15.32 的 赣 和 定理， 为 此 先 指 出 以 下 定理 《证 明 
从 格 》. 

定理 15.3 两 平面 5 与 x' 内 省 建立 第 氏 举 称 系 , 设 x 内 任何 
四 个 不 河 点 PCi:=1,2,3,4), 其 中 无 三 者 共 线 ;xr' 兴 任何 四 个 不 
回 点 忆 (i 二 4,2,3, 4)， 其 中 也 无 三 者 共 线 ， 则 从 x 到 x 存在 唯 
一 一 个 非 奇 线性 对 应 使 已 :对 应 Pi (i=1,2,3,4), 

这 个 定理 叫做 茂 香 乌 斯 (M6bius) 定 理 ， 

定理 15.4 在 两 平面 5 与 x' 内 者 建 并 管 氏 华 标 系 ， 则 zt 与 
7 点 之 沁 的 射影 对 应 必 古 非 奇 线性 对 应 . 

证 明 设 f CP)=P 是 与 x 的 点 之 间 的 射影 对 应 .在 x 上 
任 家 四 点 4 ds, 4 下 (其 中 无 三 者 共 线 ). ESD 一 本 全 23)， 
HE)=E (N15-1). 


ds A PY a 
图 ”15-1 
由 于 /也 使 x 与 wx' 的 直线 建立 了 一 一 对 应 ， 所 以 由， 四， 和 格 
至 中 也 无 三 者 站 线 . 
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根据 定理 15, 3, 使 四 点 4， 42, 43， 再 须 次 与 四 点 咎 ,和 ， 44， 
吾 对 应 的 非 硒 线性 对 应 必 叭 一 存在 ， 记 为 wtP) = P'， 下 面 证 明 
y=. 

如 图 15-1，f， 部 使 4, 对 应 4 Ci 二 I，2，3), 加 对 应 电 . 
所 以 也 都 使 a; 对 应 中 二 1,2,3)，e1 对 应 e1， 因 此 ff，9 也 都 
使 吾 对 应 Ei. 

现在 看 两 直线 a1,a1， 对 应 fp 部 使 a 与 的 点 之 词 建立 
了 射影 对 应 且 有 三 对 对 应 点 相同 ， 所 以 对 于 上 的 任何 点 ， 关于 
f 与 史 的 对 应 点 相同 ， 问 理 对 于 sz，ss 上 的 点 也 是 如 此 ， 因 此 上 
与 Pp 使 三 点 形 4 4 4s 进 上 的 点 在 三 点 形 测 下 六 的 对 应 边 上 有 
相间 的 象 . 

最 后 , 设 卫 是 不 在 4.444s 边 上 的 任何 点 ， 通 过 忆 的 任何 直线 
了 冯 王 边 于 个 则 点 Pi, Ps, Py， 两 对 应 1， 都 使 了 上 尘 点 Pi, Py， 
Ps 顾 次 对 应 下 上 三 点 Pi PY，Py， 认 点 Pi ,Pi 所 在 入 点 形 霹 
信和 三 边 上 ， 因 此 戌 卫 美 于 了 与 8 的 对 应 点 相间 . 

息 于 其 于 了 与 op，, 和 任何 点 的 人 象 祖 同 , 所 以 =， 定理 得 证 . 

推论 ”在 一 平面 内 有 四 点 了 P， {3 二 1, 2,3,4)， 其 中 光 三 点 站 
线 , 在 另 一 平面 肉 也 有 由 点 严 (i 二 1, 2;3, 和 ， 其 中 无 兰 点 共 线 , 则 
从 该 半 面 到 另 -- 撕 而 存在 瞧 -… 一 个 射影 对 应 ， 使 已 (一 1,2. 3, 4) 
对 应 P; (i 二 1,2, 3, 4), 

定理 15.2 与 定理 15.4 说 明了 射影 对 应 与 非 奇 线性 对 应 的 
等 价 性 。 


15.2 ”射影 变换 及 其 不 变 元 素 

定 久 4.2 在 定义 15. 1 中 , 如果 两 个 平面 是 重合 的 ， 则 所 建 
立 的 身影 对 应 叫做 污 叶 向 的 射影 变换 . 

这 个 定妆 骨 是 说 同一 平面 内 的 射影 允 应 为 射影 变换 ， 这 与 区 

s 294 


一 个 里 把 同一 平面 肉 的 仿 射 对 应 叫做 仿 射 变换 是 一 样 的 . 
因为 我 们 讨 珍 的 是 同 隶 射影 对 应 ， 所 以 射影 变换 也 叫做 同 于 
定理 15. 1, 15.2, 15, 4 对 于 射影 变换 的 情况 也 都 是 成 立 的 , 但 
村 注意 这 和 时 的 坐标 是 对 于 间 一 个 坐标 系 来 说 的 . 定理 15.3 也 只 
有 一 个 坐标 系 日 PCi 二 1, 2,3,4) 与 Pi (1 一 1, 3,3,4) 是 在 问 一 平 
面 内 的 点 ， 根 据 定理 15. 3 还 有 以 下 推论 ， 
推论 ” 设 四 点 P(ti 二 1,2,3, 4) 中 无 三 点 划 线 , 则 使 这 四 点 都 
丰 变 的 射影 变换 必 是 恒 等 变换 ， 
由 这 个 礁 论 知 非 重 等 的 射影 变换 不 能 有 四 个 不 谈 点 而 卫 其 中 
无 三 点 直线. 
现在 米 署 (15. 1)? 的 不 变 点 , 如 果 (g 2; 3) 是 不 变 点 ， 则 六 二 
Hi 二 1, 2 3) 天 0。， 将 此 式 伐 人 (15.17 得 : 
人 
Gai (dz2— HIY2 tT Gays C—O 
(ast Gs2gz t+ (qs— KH) ys =—=0 


由 于 总 , #2, #3 不 全 是 零 ; 故 有 


du lg EE 
(ol dH doa =0 
Lk (G32 #33 


dH 如 12 个 13 
O21 re HH 3 
91 a2 a3 由 


的 秩 数 具体 说 明 不 变 点 的 存在 情 说 , 我 们 不 详细 论证 了 ， 
例 求 射影 变换 


时 了 了 从。 


PT2 一 Ta 
PXs = Ty 
的 不 变 元 素 . 
解 先 解 方程 
—]—k 0 0 
0 Ix 0 |=0 
0 0 工 一 点 
中 


一 《十 睛 人 一 AL 一 哺 ) 一 和 
所 似 


一 工 一 上 0 
当 上 二 1 时 | 


0 
0 0 ,Jo 1， 得 六 =0。 
0 0 0 


这 条 直线 上 的 点 都 旦 不 变 点 ， 这 条 直线 当然 也 就 是 不 变 直线 
《不 次 直线 一 甬 不 必要 求 其 上 每 一 点 都 不 变 , 而 只 要 求 读 直 线 的 象 
仍 为 自身 》, 


0 1—{—1) 
i 2 和 -Dys=0 


OF OF2 1 23 一 站 
由 这 个 方程 组 得 不 变 点 (1, 0, 人 0)， 


0 0 0 
ett 1 一 《一切 0 jeu 得 
,0 


习 
1. 


题 
证 明定 理 15.3 前 而 的 纪 理 ， 


3， 求 一 个 射影 变换 , 鸽 点 (1 0, 1), C0, 1 了 01,131) 00, 0 雪 分 别 变 为 
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点 [0,07, (0,1,0), 70,0, 17, {1,1,1). 

3、 求 便 三 点 (40.0), 0 0 (0, 分别 对 应 人 ,人 (0, 地, (4, 从 于 使 直线 
风 十 和 十 1 直人 和 对 二 无 穷 到 直线 的 壬 师 对 启 

4: 《1) 求 射 影 变 禾 


Pr = 0 ~ i 十 
je 二 了 2 一 - 攻 g 
PX =x 二 
前 道 并 分 别 用 齐 深 上 浇 标 与 非 齐 次 玲 际 表示 , 
{2) 和 问 { 了 中 每 一 平面 内 的 几 宵 线 是 什么 再 说 表 一 : 般 情 识 ; 对 应 (15. 
1 中 影 消 线 如 何 南 未 ? 
5。 求 射影 变换 


， 
PT: 一 了 Ts 


je = we 
上 


PE 二 a 
的 不 变 点 、 
6， 设 一 个 射影 变 柳 员 和 三 个 布 走 线 的 不 变 点 。 求 证 : 这 个 变换 可 碎 写 

为 

DX! 一 Di 

je Bes 

PE 一 cy 
共 中 a, 5,¢ 是 两 两 不 等 的 攻 零 数 ， 


。 变换 
Pt! 一 号 区 — KT Ty 


Or = Ti 
PTY = 4 — Dra -tTy 


是 奇异 的 , 即 其 系数 行列 局 为 零 ， 求 证 ， 它 把 整个 平面 的 点 除 一 点 外 变 到 直 
线 34--2 刀 一 苔 -0 上 ， 哪 一 点 是 例外 ? 

8+。、 求 证， 两 平面 的 点 之 问 的 射影 对 这 可 以 弄 为 布 区 于 三 个 透视 对 放 
的 乘积 (这 就 是 说 射影 对 应 可 以 由 透视 对 应 链表 示 ). 
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816 射影 坐标 


本 举 最 后 ， 我们 在 射影 平面 上 建立 以 射影 不 变量 交 比 为 基础 
的 储 标 系 一 一 盘 影 坐标 和 未， 说 明 前 面 玫 节 的 结果 在 射影 坐标 系 之 
下 仍然 成 立 , 最 后 指出 仿 射 坐标 与 区 氏 全 标 都 是 射影 化 球 的 特例 ， 


18.1 一 维 射影 坐标 

定义 16.1 在 射影 直线 上 任 归 三 全 让 同 点 Po, Pi, Px, 则 建立 
了 一 个 一 维 射影 显 标 系 ， 这 三 个 点 了 做 千 点 ， 其 中 Po 叫做 原点 ， 
PP 岂 做 单位 点 (图 16-1)， 对 于 直线 上 任何 点 PD， 关于 Po, Pi, Px 
的 射影 坐标 开题 定 为 交 比 (PP PP) 即 


Pr Pp, P F, 
图 16-1 
t=(PPo PP) 

不 难看 出 .对 于 任何 点 PCP 不 是 P.)， 都 有 射影 坐标 ， 特 别 
地 , 点 Po 的 坐 奈 是 0, Pi 的 坐标 是 1 Ps 则 无 价 标 ， 

对 于 仔 何 :一 个 室 娄 x， 必 可 决定 唯一 -一 个 点 已， 使 它 的 坐 慰 
是 了 

特殊 情况: 

(1) 仿 射 坐标 

把 点 忆 看 作 总 无 穷 远 点 ， 则 了 -总计 好 为 点 王 的 仿 射 坐标 ， 


(2) 笛 氏 尝 标 
把 点 P* 看 作 是 无 穷 远 点 且 PoPi 二 1 则 x=PoP 即 为 成 了 的 
和 多 氏 化 标 ， 
133 4% 


， 即 


为 了 点 P* 的 坐标 , 再 引入 齐 次 射影 坐标. 

定 闵 16.2 射影 坐标 为 的 点 的 一 维 齐 次 射影 坐标 (zi ze) 
定义 为 任何 满足 太一 的 二 数 Yo zs 其 中 Xe, 我 们 规 定 (x1， 
0), 其 中 zi 到 0, 为 P: 的 齐 次 射影 坐标 . 

设 一 直线 上 射影 醉 标 系 的 基点 Po, Pl，Ps 的 笛 针 雁 标 分 别 为 
zo Yi Try。 又 任何 上 己 的 笛 直 坐标 是 zx, 射影 仅 奈 是 x', 则 


+ {2 CO— X11) (ro— Xt)} 
2' = (PsP, PP Cz) 


r _ Cry — 1) 【20 一 2) 
(xo— £1) CF#— 2) (16. 1 


可 以 写 为 
+ i 十 站 14 
dT 2s 
其 中 心 h fs, am, aas 部 是 常数 且 满 中 alias 一 aiaasl 关 0. | 
因此 得 到 以 下 定理 ， 
定理 16.1 一 直线 上 点 的 篆 氏 坐标 与 射影 坐标 的 变换 大 非 


Ey 


奇 线性 变换 . 
注意 一般 常 把 坐标 灾 换 式 (16. 1) 写 为 
sp, biibas— babol 0 C16. 1 
推论 ”一 次 线 上 一 个 点 的 身影 坐标 与 另 一 种 射影 坐标 的 变换 
是 韭 才 线性 变换 . 


为 了 证 明 这 个 推论 的 道 命 题 , 我 们 光 还 明 以 下 定理 : 

定理 16.2 一 直线 四 点 的 交 引 用 射影 华 标 表示 与 用 笛 氏 坐标 
表示 形式 完全 相同 ， 

证 明 设 PP Pz Pa Ps 是 四 个 我 线 点 ， 它 们 的 笛 氏 坐 称 分 别 
134" 


为 次 1 了 突 21 Ta Tar 射影 举 标 分 别 为 了 Xs, ra EC 由 有 


_ (Xia) (Fs— Tu) 
(PiPn Pap) tire) Ce) 


由 (16. 1) 式 有 
wl Tt (1,2,3,4) 
Hai or 
所 以 
Ei (andan— 1s021) 区 和 一 全 有 
， ” (aorit G22) (Hv 22) 
因此 得 


{x1 ra) (x Xs) (XI) 《22 24) 
(x2— Ts) rE) {ra ra) (rz) 


定理 16.3 一 个 点 的 射影 坐标 经 过 非 奇 线性 变换 必得 到 该 点 
的 另 一 个 射影 坐标 . 

证 明 设 z 是 点 PP 的 射影 坐标 ， 经 过 非 奇 线性 变换 (16. 1) 后 
得 到 z'"， 要 证 明 x' 是 也 的 另 一 个 射影 坐标 . 

设 ro zl xx 是 三 个 不 同 点 的 射影 坐标 ,经 过 (16. 1) 得 到 的 对 
应 值 分 别 为 吧 ， 71 4。 

与 定理 16. 2 业 伺 , 可 以 证 明 


(rs) {rd) (FE) (7— Fo) 


) {BO 


(x 
取 2 2 Zw 使 对 应 的 到 zi, 的 值 分 别 为 0,1, ce。， 风 由 到 一 由 
zi 一 1 得 


1 一 到 (Ti (rT En) 
rr 一 
当 2->00 时 ,有 
+ FE) (16. 2) 


《16, 2) 式 右 端 表示 射影 事 标 系 下 四 点 的 交 比 ， 因 此 (16. 2) 式 
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说 明 zx’ 是 一 个 射影 坐标 . 这 个 坐标 系 的 基点 美 于 旧 坐 标 系 的 坐标 
分 别 为 Zo, 玫 |， Bx. 

定理 12. 4 与 定理 12.5 兽 证 明 一 维 射影 对 应 与 非 关 线性 对 应 
的 等 价 性 , 这 两 个 定理 帮 引 用 了 他 氏 坐 标 。 通 过 以 上 的 讨论 , 现在 
得 到 以 下 定理 , 

定理 16.4 用 射影 坐标 宕 示 两 个 点 列 间 的 射影 对 谱 必 是 韭 柯 
线性 对 应 , 反 过 来 出 成 立 ， 即 身影 对 应 与 韭 居 线 性 对 应 等 价 . 如 果 
对 同一 个 点 列 来 说 , 即 为 射影 变换 与 非 奇 线性 变换 等 价 . 

根据 定理 16. 1 的 推论 与 定理 16. 3 知 ， 非 车 线性 变换 可 以 理 
解 为 两 个 不 局 的 射影 坐标 系 之 癌 的 坐标 变换 , 而 根据 定理 16. 4 可 
知 韭 奇 线性 变换 又 可 以 理解 为 关于 射影 坐标 系 的 射影 变换 . 


16.2 二 维 射 影 举 标 
现在 首先 对 平面 内 的 仿 射 坐标 作 新 的 理解 
设 仿 射 华 标 系 的 共 铅 星 为 加 BE ， 吕 下 作 EEjOE, EE 
“OB,, 点 吾 汶 仿 射 华 标 系 的 单位 点 . 
令 平 面 内 和 任何 扩大 的 仿 和 射 剑 标 为 (z， 纺 )， 央 
“oP OP'+ 2 
xDR 4 yOR 


DOP, P.O 

其 中 “OF EO 
_OP» PO 

OE, EO 


=(PEO) 


— PB.0) 


由 半 8E;, PP, 都 平行 O08 轴 ， 所 以 它们 都 通过 O08 负 上 的 无 
穷 远 点 了 -、 辣 征 2,，PP, 都 通过 0z 轴 上 的 无 穷 远 成 了 (图 
16-2-2)， 央 此 有 
(Pk, OX,) 
y= (PsaE,, OF7。) 
把 以 上 基于 念 射 坐标 的 新 的 理解 加 上 以 推广 ， 即 到 消 无 突 远 直 
线 的 竺 嫩 性 , 就 导出 了 射影 平面 上 射影 毕 标 的 概念 . 
笃定 平 看 内 一 个 三 点 形 OXY 与 布 在 OF 三 过 上 的 一 个 定 
点 五. 
对 于 绸 面具 任何 点 已 ， 设 直线 了 可 PP 分 别 变 OF 于 EP 
直线 了 XE, 了 PP 分 别 作 0F 二 束 , Po( 攻 16-3), 
定 全 16.3 x={PE, OX), 
9 二 《PzB2, OF) 叫做 点 王 的 非 齐 
次 射 形 坐标 ， 
由 定义 16.3 看 到 , 对 于 直线 
DX 鞋 的 点 ,了 =0; 对 于 直线 07 
上 的 点 ，x 一 0， 击 对 于 直线 斑 耻 
上 的 点 ， 峙 无非 齐 次 射影 坐标 ， 
为 了 讨论 直线 天 了 二 的 点 的 2 . 
坐标 ， 再 引 人 齐 次 射影 从 奈 ， 仍 图 16-3 . 
用 图 16-3, 记 直 线 OF, OX 玉 Y 为 qz ds， 记 直线 BY 了 E, OE 
为 8 ea ga， 记 直线 人 PY 了 P, OP 为 Dj， pa, Ba。 
令 A = {qs CPD1) 
一 了 一 (ga 
As—= (df, Gaps) - 
则 由 $10 例 1 可 以 证 明 Xashs 二 1 这 说 明 上 光宇 个 交 比 中 有 两 
个 是 独立 的 。 
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定 交 16.4 如 果 芝 一 外， 宣 一 名， 一 加， 则 xy xs zs 电车 点 
瑟 的 齐 次 射影 学 标 , 记 为 P(x, zzy zs)， 
| 由 定 久 16.4 在 到 , 对 于 直线 @ 上 的 点 ,2% 一 0; 对 于 直线 es 上 
的 后 ， x 一 0; 对 于 直线 es 上 的 点 ， zs 二 0 三 点 形 OXP 加 上 散 坐 标 
三 点 形 { 基 础 三 点 形 ), 0 器 获 愿 点, 吾 叫 做 童 位 点 . 忆 , 王 ,了 的 艇 标 
分 别 为 (0, 0, 1), (4,0,0), C0, 1, 0), 吾 的 尝 标 为 (LT 1). 

对 于 不在 a; 上 的 点 六 2 e = 六 囊 艇 吾 的 非 放 次 射影 坐 
称 ， 需 要 证 明 , 这 和 样 定 久 的 非 齐 次 坐标 与 定义 16.3 的 非 齐 次 侣 标 
是 一 致 的 ， 齐 实 上 


车 一 入 一 {ga01: apa) = KO, EP) = CPB,, OX) 


Ye _ 1 1 = 
rs A (asda, Gy] (oa0s, 由 pi) 


一 (了 O EPy) = (PB,, OF) 

所 以 两 种 说 访 世 指 的 非 齐 次 坐标 是 一 致 的 . 

注意 : 与 一 维 的 情 襄 类 做; 在 平面 肉 也 可 以 证 时 一 个 点 在 两 个 
不 同 的 射影 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 是 非 奇 线性 变换 ; 又 在 射影 华 
标 之 下 ， 射 影 变 换 与 非 奇 线性 变换 等 价 ， 因 此 非 奇 线性 变换 既 可 
以 理解 为 坐标 变换 纹 可 以 理解 为 点 变换 (射影 变换 ). 

膛 可 以 证 明 , 在 射影 坐标 系 之 下 , 直线 方程 是 一 次 方程 并 峡 反 
过 来 也 成 立 ， 因 此 也 可 以 引入 射影 线 坐 标的 概念 ， 与 笛 开 维 标的 
情况 类 似 , 直线 方程 可 以 当 作 是 点 坐标 与 线 举 标 的 一 种 结合 式 , 这 
梯 在 第 二 章 里 所 讨论 的 点 方程 以 及 点 与 直线 的 代数 对 人 慢性， 当 利 
月 射 影 上 坐标 时 也 同 冬 成立， 

鲍 1 求 以 直线 x3 一 0, 和 二 zs 一 0 i 十 Fs 十 Xs 二 0 为 一 新 坐标 
三 点 形 三 边 移 方程 且 单 位 点 不 变 和 前 簿 标 灾 换 公式 . 
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DPE:=Ers 
Dr = k(x Ko) 
Pxa— kal zt wat rs) 
为 记 求 的 变换 式 ， 
因 单 位 点 不 变 , 故 有 
p=k, P=2Ra P= 


因此 所 求 的 变换 式 足 


bs za 十 可 za 十 可 mm 
艇 后 给 出 平面 上 一 点 卫 的 齐 次 射影 坐标 (22，X9) 的 一 种 度 


恒 和 解 秋 


如 图 16-4, 今 E 与 也 到 坐标 三 占 形 OXYF 三 过 OX, OF, XY 
的 垂 足 分 别 为 再, PS ES, Pl; Bs, Py i BEI=e, EB! :es bbs= 
eo, PP = 0, PPi:: dy, PP)=d， 这 时 ei 一 1 2,3) 为 下 ; d;(i= 
1,2,3) 与 6; 同 向 时 为 正 ， 与 6; 反 和 辣 了 时 为 负 ， 即 了 与 有 在 一 边 的 


辣 侧 时 , 对 应 的 4 为 正 , 否则 为 负 ( 则 做 离 著 )。 旭 
| s I39e 


= z=(PB, OX) 
证 当 
sin/P YO, sin /PFE 
in BYO' sin 7 EF 
sin “PYO., sin /EVO 


sin PY sin /BYY 


el 
ds ‘es 
ds 
el ea 
间 理 
To 加 他 > .人 
y= (Ph, OF) 2 
所 以 
LTE 二 中 : 轨 : 更 
El gs B83 
妈 
P a Ea 全 
到 | ‘ea Eg 


已 的 齐 次 合 标 的 符号 见 网 16-5. 
现在 在 度量 解 群 的 基础 上 说 明 册 影 化 标的 几 个 特例 
《1) 仿 射 坐标 


TD0。 


取 XY 为 死 穷 远 直 线 , 则 全 -一 >1。 所 以 点 已 的 齐 次 射影 坐 标 
旺 
由 
£1 一 一 


， za 一 了 2 
el 此 和 


通过 了 与 吾 分 别 作 OF 的 中 行 线 交 上 OX 于 P, 与 8; 道 过 产 与 至 
分 别 作 OX 的 平行 线 安 OO 下 Po 与 吾 ， 则 有 


zs=1 


sOPe OP， 
OB,” DE, 


此 即 为 以 0 为 原点 ; 吾 为 单位 点 ;OXX，OF 分 别 为 + 轴 ，y 轴 的 仿 
射 八 标 了 水 中 点 刀 的 仿 射 坐标 . 

(2》 笛 转 伐 标 

于 (让 里 舞 取 08.， OF, 二 1, 则 得 


x OP， zy 一 DP， 
此 即 汶 点 号 奴 税 氏 瑟 标 ， 


(3) 重心 从 标 
取 吾 为 坐标 工 虚 形 OXY 的 重心 , 由 有 


21 es ex 上 
A Ak, A 和 3 


此 处 和 ,as 8s 分 别 表示 三 边 高 线 的 长 讼 ， 因 此 


点 五 的 射影 坐标 可 以 形 站 为 


中 


pri= (i=1,2,3) 
这 种 举 标 叫做 重心 化 标 或 面积 谷 标 . 


例 2 求证 在 重心 坐 祭 下 , 无 穷 迹 直线 少 程 为 


多 1 十 2 十 2 一心 


.和 了 学 了 


图 118-Y 


证 明 ”如 图 16-7， 吾 为 坐标 三 点 形 如 有 了 的 改 心 ， 六 (i? 二 1， 
2, 3) 海 各 边 中 点 ， 网 权 据 射影 华 慰 的 座 曙 和 解 妓 与 重心 华 标 的 意义 
知 , 好: 的 齐 次 坐标 可 以 写 为 工 的 齐 次 坐标 与 口 的 齐 次 坐标 之 和 ， 
用 以 下 记号 表示 : 


Mi=Y+0 
因 并 ; 为 OF 的 中 点 , 所 以 CF 上 的 无 穷 远 点 为 
PT-O 
即 P.(0,1, —1) 
同 理 M+ 
二 下 一 了 (8, 为 无 了 上 的 无 穷 证 点 ) 
旷 d- -10) 
因此 无 穷 还 直线 PG 的 方程 汶 
| zi 全 3 zs | 
10 1 1-=0 
It 1 0| 
即 
X11- 十 全 一 曲 
习 题 
1。 变 红 从 所 [人  ， 帮 大 点 交 两 个 济 次 射影 人 标的 变换 ， 求 


“142 = 


每 个 华科 系 的 三 个 打点 在 昂 一 个 滁 标 系 中 辣 蕉 标 ， 

2， 设 新 的 射影 坐标 系 的 基点 ,Pi 与 单位 点 Pi 分 别 有 提 级 标 3， 一 2 
与 5. 求 射 影 坐 标 变 换 公 式 . 

3， 设 非 订 线性 变换 


Di 一 一 的 十 业 二 

js-a+ra 

万 玖 一 古寺 和 一 区 3 
表示 射影 上 华 称 变换 。 或 每 一 个 坐 蒜 系 的 此 点 《开标 三 点 形 的 顶点 与 单位 点 ) 
在 昂 ~- 个 绎 标 对 中 的 幸 标 ,并 求 在 第 一 坐标 系 中 第 二 坐标 系 的 举 标 三 点 形 的 


三 过 方程 
4， 列 昌 -- 点 与 一 直线 的 坐标 相同 , 站 经 直射 影 华 款 变 换 后 , 它们 的 泽 标 
是 省 述 相 同 ? 


5， 回忆 三 点 4 1 二， 人 0 2, 0,1 们 为 新 华 标 三 点 形 三 硕 点 的 坐标 
玫 使 新 的 单位 点 在 旧 绎 标 系 的 坐标 是 13, 2, ] 的 开标 变换 是 天 确定 ? 
6， 悄 证 : 适当 地 选择 射影 坐 祭 系 , 三 角形 的 算 心 的 又 款 可 也 窟 汶 
Cros dcosds, rosAscos Ad,, ons ALcos A1) 
?7， 在 重心 坐标 下 ， 求 天 直线 eri 十 pos 十 ezs 一 0 上 9 二 De 二 6 二 0 
平行 的 条 件 ， 


了 43 。 


第 四 章 ”变换 群 与 几何 学 


本 章 介 绍 变换 群 的 概念 , 让 明黄 千 业 变换 的 集合 构成 群 , 有 了 
这 些 兵 体 的 变换 群 , 在 讨论 图形 关于 它们 的 不 变性 质 的 基础 上 ,; 说 
明 用 变换 群 的 观点 去 研究 相 席 的 几何 堂 的 思想 ， 

关于 抽象 群 的 基本 和 铂 念 可 以 参看 附 有 二 3 


$317 变 接 群 的 概念 


我 们 在 $ ] 兽 引 入 变换 以 及 变换 乖 法 的 概念 . 现在 对 于 变换 
可 雇 证 明 以 下 定理 . 

定理 17.1 一 个 集合 号 的 所 有 一 一 变换 的 集 仿 对 于 变换 的 
乘法 构成 群 , 

证 明 《1) 任何 两 个 一 一 变换 的 弱 积 还 是 一 一 变换 ; 

(2) 变换 的 乘积 请 足 结合 律 ; 

(3) 重 等 变换 吾 对 于 任意 变换 了 有 五 了 二 T 已 = 了 了。 因此 办 是 
单位 元 素 ; 

《4 大 此 本 a 一 >@' 是 一 一 变换 , 则 规定 字 a' -一 xa, 可 以 
证 明了 :是 一 一 变换 此 开 人 =7T -= 在 ， 因 此 人 是 人 的 道 元 
素 . 

时 (52 《3) 《4 条 号 的 所 有 一 一 变换 的 集合 对 于 变换 的 
乘法 构成 帮 ， 

除了 总 的 所 有 一 一 变换 构成 群 G 以 外 ，G 的 子 集 也 可 能 构成 


群 
定义 17.1 一 个 集合 态 的 若 下 个 一 一 -变换 对 于 变换 乘法 构成 
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的 类 叫 做 含 的 一 个 变换 狼 ， 如 果 一 个 变换 群 的 每 一 个 变换 由 于 个 
独立 参数 决定 , 则 称 此 变换 群 为 阶 群 (n 维 群 ). 

可 以 证 明 , 一 个 变换 的 集合 G, 如 果 构 成 群 ， 则 G 只 含有 一 一 
变换 ， 关 于 …-- 变 换 的 集合 稳 成 群 的 条 件 有 了 以 下 定理 ， 

定理 17.2 集合 仿 的 若干 个 一 一 变换 所 组 成 的 集合 G 构成 变 
换 合 的 充 要 条 件 是 : 

1》 台 果 Try TsEG 则 rr 和 如; 

(2》 如 果 rsG, 则 有 逆 变 换 -EG 

证 明 设 6 构成 群 , 则 (1), (2) 显 然 成 立 . 

再 证 充分 性 : 

由 CDG 对 变换 彬 尘 是 封闭 的 ; 

对 仔 何 rEG, 由 (2) 丰 +IEG 使 vt 一 8B, 由 (1}Y 知 EG. 

又 结 台 律 在 G 里 成 立 , 所 以 G 是 变换 群 . 

这 个 定理 告诉 拒 们 一 组 变 棉 物 成 群 ， 只 斋 要 求 变 换 姜 共 的 对 
闭 考 而 且 每 个 变换 有 逆 就 可 以 了 . 

例 直线 上 的 一 纵 射 影 变换 集合 : 了 T\: 天 /一 下 ,人 Tw， 太一 喜 ， 


1 ~, I :XX ， 下 一 1 
了 3 三 14 一半， 了 4 和 加 1 T's: 到 1 Te TE 


构成 一 个 变换 群 . 称 为 光 比 淮 . 
证 明 (1) 幸田 神 呈 由 将 运算 结果 写 城 下 夫 看 出 : 


| 和 Ts 他 | Ts Te 

i TT TT, i Ts Ts | T, | me | Te 
Te | fe | T | Te i mw | 四 
T, i 7 | Ts 了， | 7 | T， | 
rt, | rs Te | 和 | 7 | mm 
Te RR | | zx | mm | Ta T, 


《2) 对 任何 了 ,有 逆 变 换 : 

T=7), Ti =T,, Ty'=T,, TI' = Ts, Til= Ps, 下 一 人 

由 (1), (2) 知 , 所 给 的 变换 集合 构成 变换 群 ， 

最 后 , 注意 变换 群 一 般 地 说 不 居 交 换 群 , 这 从 本 节 的 例 就 可 以 
着 出 ， 此外, 任何 一 个 抽象 群 都 与 一 个 变换 群 同 构 , 这 说 明 变 换 群 
在 群 的 理论 里 的 重要 性 ,限于 本 课程 内 容 , 不 在 此 详细 论证 了 
一 般 的 变换 群 的 元 素 当 然 不 一 定 是 点 变换 , 但 是 , 本 书 中 所 讨论 的 
变换 群 , 其 元 素 告 为 点 变换 。 


习 题 
1， 疝 下 列 一 维 射 影 变换 集合 是 否 构 成 群 ? 
(1) pr =ar) — br, Pd 一 有 ar 二 Brage2 十 下 天 0 人 二 宕 数 ) 
(2) pri 一 二 rz Pa3n 2 这 此 参数 ) 
(3) pe 一 wi 一 有 天 Da 百 是 参数 ) 
32， 求证， 以 下 四 个 射 丸 变 换 


Pai Tl PE 一 入 PM 
PA TD PR T+ je -一 了 
1 PL = Xs Pr Tg PHO—= Ka 
Pr: = 2 
Ty; bes: Ta 
prs 三 一 


构 咸 寿险 群 车 求 出 它 的 有 所 在 子 群 . 
3， 试 证 : 竹 耐 | 的 非 定 线性 变换 
[2 =Axs-+a 


1 《其 中 4 冲洗 部 是 参数 ) 
村 


得 成 群 ， 这 个 变换 群 是 否 变换 可 
4 求证 : 欧 氏 平 而 内 以 下 巴 个 变换 构成 群 ， 
作 一 全 2 一 一 多 世 一 一 卫 r=¥ 
{ys, fy jy 入。 
# 做 在 张 秒 瑞 著 4 和 近世 代 球 苦 珊 3， 玉民 教育 出 版 社 出 版 ,， ， 
I 


$18 平面 上 的 几 个 变 搁 群 
本 节 介 绍 四 个 重要 的 变换 群 . 
定理 18.1 射影 平 夯 内 所 有 射 弦 变换 的 集合 构成 群 . 
3 


Tprr= Dar (i:1,2,3), lawltd 
站 一 主 


和 
fa: "TE = bei (E12,3), [bri|¥0 
区 Ei 
BE zz: co- 
Dra 3 
[ec : 
Ta: Pr |= Bl 2 
2 | 


所 以 
2 Tl 
下 
9 Ty 
其 中 A= (0) B= (hrs) 
A 这 
2 (5 | 
‘Ars ‘Ta 
其 中 CC 一 (ce 用 0 


因为 CB4, 所 以 [CI = 后 由 4[ 天 0 这 说 明 rirs 仍 为 射影 变 
"7 


fa Ix 
则 ele 
As x 


[4i 


其 中 og= 一 一 关 0, 1 419 过 0 这 说 朋 二 ” 仍 为 射影 变 


n 
纺 , 根据 定理 17. 2 本 定理 得 证 . 


定理 18.1 里 所 说 的 车 叫做 射影 变 身 群 , 简称 射影 群 ， 记 之 以 
吾 ， 又 每 一 个 射影 变换 可 以 由 八 售 独立 参数 来 诀 定 , 所 以 下 是 一 


个 八 维 群 . 
现在 考虑 射影 变换 与 仿 射 变换 的 关系 . 


若 将 (15. 站 碟 附 加 一 定 限 制 : 使 射影 平面 内 直线 za 上 的 
点 仍 变 为 该 直线 上 的 点 , 则 由 于 不 论 zu zs 为 任何 值 (x 一 23 二 9 除 


引力 当 可 =0 时 都 有 2:=0, 亦 寻 
村 
因此 831 二 83s 二 0, 战 115. 1) 臣 化 为 : 
PXT Ty dois as 


PR” Grd] dyay + Gaus 


Pepa = daa 
In 
其 中 gl | 0 
1921 Oar . 
就 {18.1) 式 的 有 穷 部 分 耐 论 , 采取 韭 齐 次 仅 标 且慢 

i — fy 人 
但 43 sg 

2 oc: (i=1,2,3) 

33 


" If#8* 


{18. 1) 


则 Ci8. 1) 臣 化 为 
人 二 i 二 By 十 1 
ly =ar+ bay + ea 

此 即 为 仿 射 变换 的 代数 表示 起， 

反 这 来 ,如果 在 (15. 4)} 式 里 , 设 gs1 王 062 一 0 则 得 (18.1 式 ,这 
将 使 23=0 的 点 变 为 z= 0 的 点 ， 因 此 得 到 

定理 18.2 点 场 的 射影 上 寞 换 能 使 无 穷 远 点 仍 变 为 无 穷 远 点 的 
完 要 条 住 古 在 有 穷 部 分 它 是 仿 射 变 痪 , 

以 后 为 了 区 别 起 见 ， 我 们 将 $3 所 讲 的 仿 射 变换 称 为 欧 氏 平 
面 内 的 仿 计 变换， 而 人 8.1) 式 则 称 为 仿 射 平面 内 的 仿 射 变换 ， 仿 
射 乎 面 内 的 仿 射 变换 几 使 无 穷 远 点 变 为 无 穷 远 点 ， 同 时 也 使 有 穷 
远 点 变 为 在 穷 远 点 . 

定理 18.3 仿 射 平面 内 所 有 仿 射 变 换 的 集合 构成 嫩 . 

证 明 由 (18.1) 式 知 仿 射 变换 的 急 积 还 是 仿 射 变换 ， 仿 射 变 
换 的 道 变换 还 古 仿 射 变换 , 所 以 定理 得 证 . 

定理 18.3 里 所 税 的 群 叫做 入射 变换 群 , 简称 伪 射 群 ， 记 之 以 
所 , 它 是 一 个 六 维 群 . 

思考 : 欧 氏 性 面 内 仿 射 变换 的 集合 也 构成 一 个 六 维 群 (如 不 加 
声明 , 见 说 仿 射 群 即 指 仿 射 平面 内 的 仿 射 群 )， 

定理 18.4 欧 氏 平面 内 的 所 有 正 交 变换 的 集合 构成 群 . 

证 明 (1) 封杀 人性: 设 my rs 是 两 个 正 冯 变换， 它们 的 方 阵 分 
别 为 41, 4;， 它 们 的 莱 积 rr 是 一 个 方 阵 为 4 二 .As4) 的 变换 ， 根 
据 方 阵 莱 法 法 则 我 们 有: 

AA'= AAD CA A = AAI CATAD = A (CAL A) AL 


在 1 起 £0 


Ga 也 


但 
由 ,41 一 百 ， 二 > 一 吾 
所 以 


。 To9 。 


AA'= AsBA!= AASS=B 

因此 x 仍 是 正 交 变换 . 

《2) 道 元 滩 : 设 生 是 正 交 变换 r 的 方 了 泗 ， 且 BB 是 它 的 逆 变 换 
的 方 阵 ， 吾 一 4- 

因为 44 二 再 , 疡 以 4'=4-':, B=4A'. 所 以 BB'=A(A')'= 44 
二 4 4= 吾 于 是 道 变换 仍 是 正 交 变换 ， 

由 (1) 及 (2) 定 理 得 证 . 

定理 18.4 里 所 说 的 群 叫 做 正 交 变换 群 篇 称 正 变 群 ， 记 之 以 
好 它 是 一 个 三 维 群 。 正 交 群 中 方 阵 的 行列 式 大 于 零 的 正 交 变换 
的 集合 构成 正 交 知 的 子 群 , 称 为 运动 群 , 它 的 元 素 称 为 运动 ， 

我 们 已 经 知道 仿 射 变换 是 保持 无 穷 远 直线 不 变 的 射影 变换 ， 
所 谓 无 穷 远 直线 不 变 是 指 任何 无 穷 远 点 的 象 仍 是 无 穷 远 点 。 现 在 
进一步 考虑 在 仿 射 变 戏 里 保 失 两 个 特定 的 无 穷 远 点 区 1 i,0), J 
(1 一 i, 0) 不 变 的 情况 ， 如 果 将 两 个 点 1，J 看 作 一 个 集合 ， 则 说 
1 了 ,J 不 变 就 有 两 种 可 能 : 六 > .一 了 或 7 一 JJ- 一 7 现在 先 看 第 
一 种 情形 [> .了 一 

设 使 产 > 天 ->J 了 的 仿 射 变换 为 


DEI = 十 1aXo 十 站 1a 人 i 


Pra Hal tt E22Ts 23t 


万 83 一 das 
因为 了 > 7 一 所 以 
(Pa a ee 
{p;= 21 |- ad — pat = qa — do 


由 此 可 得 el = aa 49 一 一 qo, 所 以 仿 射 变换 为 
OI—= Rw dota 十 人 323 
站 和 一 tog 二 113a 小 Haat 
prs= dasTs 


"I50% 


化 为 非 齐 次 坐标 可 写成 
i 
y=br+ oyes 


x r(xrecosd—~ysind+a) 
， = 
=r(rsing -+ yeosd+b) 
再 看 第 二 种 情形 工 > J > 了; 
因为 了 一 J 我们 有 
jo bp 和 
— pi= qr 022i nT 一 到 31 一旦 32 


由 此 可 得 1 一 下 229 Ha daly 所 以 仿 射 变换 为 


下 
DRI Ani sds lak 
人 


Or2 一 站 ia 一 全 13 作 2 十 G2aTa 
P33 一 Faas 
化 为 非 齐 次 坐标 可 写成 
pa 
a 
dl 五 1 
bl —& 


= gbiA 0 


fe lysing a) 太一 一 了 


y=r(rsind— ycosd th) 
我 们 看 到 以 土 两 种 情况 正 是 $3 里 所 讲 的 两 种 相似 变换 。 


综 上 所 述 可 得 以 下 定理 . 
定理 18.5 保持 一 对 点 LI #10),JAl 一 和 0 不 变 的 仿 射 变 


换 可 以 与 为 : 
和 于 5 了 。 


2 一 十 | 


得 一 -人 十 Ci 
和 

当 7 一 了 7 一 了 时 ,= 1 为 同 癌 相似 变换 ; 当 7 了 一， 三 > 时 ， 
2 一 一 1 为 异 向 相似 变换 . 

反 过 来 , 不 难 证 明 : 在 仿 射 变 换 里 ,如果 Gil 一 本 sz 0412 二 一 it， 
三 全 天 -> 了 一 站 果 2 一 go ds 一 go 则 使 了 一 了 了 了， 可-> 了 这 
就 是 说 , 志 7y 两 点 不 变 这 一 几何 事实 与 定理 18.5 中 的 变换 式 是 等 
价 的 . 

定理 18.6 平和 而 上 所 有 相似 变换 的 集合 构 或 群 . 称 为 相似 
变换 群 . 简称 相似 群 , 记 成 $ 它 是 一 个 四 维 群 . 

和 证 朋 从 略 . 

不 蕉 看 出 ， 民 是 驴 的 子 群 .至 此 我 们 在 平面 上 得 到 四 个 变换 
群 ， 射影 余天 ， 仿 射 群 4, 相似 群 8, 正 交 群 本 , 它们 的 关系 是 


EADSOM 
习 题 
1. 求证 :一 直线 上 的 非 音 射影 变换 
和 oo 5 0 
PTs= Cut: Caare [ea: ros 


的 全 体 构成 群 ; 其 中 心 >0 的 全 休 变 换 也 构成 祥 。 问 : C0 的 全 体 变 换 是 否 
构成 妊 ? 

2 求证: 所 有 有 平移 变换 或 寿 公共 旋转 中 心 的 启 布 旗 乱 党 欣 分 别 构成 
群 . 


3 求证 : 平面 内 所 有 变换 | p。 QA 0 构成 一 项 冬 ，( 当 一 及 时 
为 位 伺 变 换 )， 

4。 求 证 ， 全 体位 移 变换 的 集 台 构成 儿 

5， 汶 证， 在 访 射 余 中 凡 使 系数 行 仙 芒 汐 土 1 的 仿 射 变 痪 构 咸 一 基 丈 
为 么 模仿 射 群 ), 行列 式 为 十 1 省 也 构 同 群 ， 邮 行列 式 为 一 省 如 合 ? 
* II. 


6， 证 阴 窍 埋 18.6， 
7*。 求 证 : 在 坊 射 群 中 使 44 王 Ap 和 的 变换 贩 谍 相 以 天 ， 


819 变换 群 与 相应 的 几何 学 


我 们 知道 用 公理 法 可 以 建 充 各 种 几何 学 ， 这 可 羽 说 是 用 静 的 
观点 来 研究 几何 学 , 本 节 将 研究 变换 群 所 对 应 的 几何 学 的 问题 , 这 
也 可 以 说 是 用 动 的 观点 米 了 研究 几何 学 . 

讨论 这 个 问题 ， 我 们 从 欧 下 几何 说 起 、 欧 氏 几 和 何 所 研究 图 形 
五 的 性 质 是 指 在 不 同 地 点 与 五 合同 的 一 切 图 形 所 共 而 具有 的 性 
质 ， 这 就 是 说 ， 会 同 的 图 形 本 质 上 并 无 区 别 ， 现 在 我 们 用 另 一 种 
观战 束 说 明 这 个 事实 . 

由 于 平面 上 的 正 区 变换 移 上 成 群 ， 所 以 正 交 变换 具有 下 列 三 个 
性 质 : 

(1) 恒 等 变换 是 正 交 变换 ; 

(2) 正 变 变 换 的 逆 变 换 仍 足 正 交 变 换 ; 

《3)》 两 个 正 交 变换 的 乘积 仍 是 正 交 变 换 。 

田 一 方面 , 我 们 可 以 利用 正 变 变 换 人 建立 合同 的 概念 , 即 从 一 个 
图 形 经 过 正 交 变换 所 得 到 的 另 一 个 图 彤 二 者 是 合同 的 ， 国 此 可 以 
利用 正 交 变换 使 在 不 癌 地 点 的 同一 图 形 相合 周 ， 这 样 自 上面 正 朗 
变换 的 三 个 性 质 可 以 推出 售 同 具有 下 列 三 个 性 质 : 

(1) 上 扩 身 性 图 形 下 与 其 本 身 合 同 , 即 

FF 

(2) 对 称 人 性， 如 果 图 形 五 合同 二 图形 疗 ， 则 图 形 F' 必 人 澡 同 

于 图 形 己 , 且 


《3) 传递 性 : 如 果 图 形 五 合同 村 图 撒 已, 图形 杰 合同 于 图 形 
* 了 53 。 


到 则 图 形 下 必 合 同 于 图 形 8"', 即 
FF" FP" SEF" 

因此 合 河 关系 是 一 种 等 价 美 系 ， 它 可 以 把 平面 上 所 有 的 图 形 
分 成 类 ， 凡 是 合 局 的 图 形 则 属于 同一 等 价 类 ， 欧 氏 刀 何 既 然 是 研 
究 不 同 地 点 互相 合同 图 形 的 姓 质 ， 也 可 以 说 它 是 研究 等 价 类 里 一 
蕊 图 形 所 共有 的 性 质 ， 于 是 同一 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 必 是 
正 交 群 下 的 不 变性 质 , 耐 且 反 过 来 说 也 可 以 , 因此 关于 正 交 群 不 变 
性 质 所 构成 的 命题 系统 就 是 欧 氏 几何 学 

现 将 上 面 的 讨论 加 以 推广 ， 设 给 出 任意 的 元 素 集 合 3 和 人 它 的 
一 个 变换 群 G, 对 于 8 中 两 个 子 集 4 与 召 , 如 果 在 群 G 中 有 着 一 个 
变换 将 4 变 为 上, 则 称 4 与 3 等 价 ,可 以 证 明 这 样 规定 的 等 价 概念 
有 以 下 性 质 : 

《1) 任何 子 集 4 必 与 自己 等 价 ; 

(2) 车 子 集 4 与 子 集 互 等 价 , 则 子 集 B 也 将 与 子 集 4 狠 价 ; 

(3) 若 子 集 4 与 子 集 B 等 价 , 子 集 B 与 子 集 0 等 价 , 则 子 集 4 
将 与 子 集 0 等 价 . 

由 此 可 见 , 上 面 规定 的 等 价 概 念 的 确 是 一 个 等 价 关系 , 因此 它 
可 以 决定 集合 83 的 一 个 分 类 方法 ， 亦 即将 集合 8 分 成 若干 个 子 集 
使 得 仿 的 每 一 个 元 素 属于 而 且 只 属 子 一 个 子 集 . 

我 们 可 以 把 集合 六 的 分 类 方法 看 作 呈 的 一 种 结构 ， 把 8 叫做 
空间 , 它 的 元 案 叫 做 点 , 它 的 子 集 叫做 图 形 ( 或 几何 形 )， 于 是 闫 于 
这 变换 群 @ 的 不 变性 质 ， 可 作为 同一 等 价 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 
几何 性 质 ， 因 琵 我 们 可 以 用 变换 群 观点 去 研究 相应 的 几何 学 ， 我 
们 把 这 种 思想 概括 如 下 : 

变 给 定 一 个 集合 以 及 此 集合 的 元 素 间 的 一 个 变换 群 ， 我 们 把 
此 集合 叫做 空 间 , 集合 的 元 素 电 做 点 , 子 集 叫 获 图 形 ， 于 是 空间 内 
图 形 对 于 此 群 的 不 变性 质 ( 包 括 不 变性 与 不 变量 ) 的 命题 系统 的 研 
重 1534 


帘 就 称 为 这 空间 的 儿 何 学, 而 空 亲 的 维 数 吝 称 为 这 凡人 柯 堂 的 维 数 ， 
县 称 此 群 为 它 的 基本 蔡 。 有 一 个 变换 娠 就 相应 地 有 一 种 钱 究 在 这 
全 和 群 作 用 下 永 变 性 质 理论 药 几 何 学 . 

如 暴 集 侣 六 的 一 个 变换 群 84 及 其 一 个 子 群 68;， 它 们 所 对 应 
的 上 几 侣 分别 以 4, 表 之 ,; 则 坦 于 的 和 全， 页 对 G64 不 变 的 性 质 必 
对 于 Gs 不 变 , 均 生 中 的 一 个 定理 一 定 是 中 的 一 个 定理 ， 反 过 来 
吾 中 的 一 个 洁 理 末 必 是 4 中 的 一 个 定理 . 由 于 这 个 人 性质， 我 们 称 
几何 党 吾 为 儿 伍 公有 4 的 一 个 子 几 何 堂 .显然 子 几 何 比 原 几 何 有 葛 
丰富 鸭 内 容 ， 

象 这 样 地 把 几何 学 与 变换 群 连 系 起 来 而 给 予 几 柯 党 一 种 新 的 
定义 的 息 想 是 德国 数学 家 克 菜 因 {FF. Klein) 于 1872 年 在 德国 区 尔 
兰 根 大 学 所 作 是 为 “近世 几 和 柯 学 研究 的 在 较 评 论 ? 的 报告 中 首先 提 
出 来 的 , 历史 上 称 为 艾 尔 蔡 根 纲领 (Erlangen programme). 近 百 
年 来 数学 的 发 展 史 说 明了 克 菜 因 的 驶 点 在 近代 几何 领域 中 起 了 很 
太 的 作用 ， 概 括 地 说 , 自从 这 种 观点 建立 以 后 ,对 几何 学 的 爱 展 有 
两 大 促进 作用 : 

(1) 人 它 使 备 种 几何 学 化 为 统一 的 形式 ， 因 而 得 到 对 立 事 物 的 
某 种 统一 ， 同 时 又 明确 了 各 御 几 何 学 所 研究 的 对 得 . 

(2》 它 给 出 建立 抽象 空间 所 对 应 几何 堂 更 一 种 方法 ， 从 而 把 
许多 种 几何 学 陆续 地 建立 起 米 , 例如 代数 几何 ; 保 形 玫 何 以 及 拓扑 
学 等 ， 此外, 因 欧 氏 微 分 几何 学 {古典 微分 几何 ) 受 到 辩论 的 影响 ， 
而 逐渐 建立 了 仿 射 微分 玫 何 、 凋 影 微分 几何 , 保 形 微分 几何 等 . 

日 殉葬 因 和 的 现 点 把 各 种 几何 学 作 统 一 的 杆 究 支配 了 近 半 个 世 
纪 之 久 , 直 至 1917 征询 维 ' 西 维 塔 (Levi Civita) 首 先 将 欧 氏 空间 
的 平行 概念 推广 到 黎 曼 空间 上 而 建立 了 平行 移动 理论 ， 使 几何 学 
取得 到 新 的 发 展 . 

思考 ; 恒 黎 变换 构成 群 , 对 于 它 有 没有 相应 的 几何 学 ? 

* 15$ 0 


$20 射影 仿 射 , 欧 包 三 种 几何 学 的 比较 


在 本 尘 中 我 们 用 前 车 的 观 虑 说 了 月 , 与 $18 里 几 个 变换 笑 相 应 
的 几何 学 以 及 它们 筱 正之 间 的 关系 . 

基于 射影 群 站 的 图 形 的 不 变性 质 与 不 变量 分 别 叫做 射影 性 质 
与 射影 不 变量 ， 例 如 同 素 性 , 结合 性 , 交 比 等 ， 与 吾 相 应 的 几何 就 
是 射影 儿 何 学 . 

关于 仿 射 居 4 的 图 形 的 不 安 性 质 与 不 变量 分 别 叫做 仿 射 性 质 
与 鼻 射 不 变量 。 例如 平行 性 与 单 比 等 ， 昂 屿 射影 性 质 与 射影 不 变 
量 册 时 也 是 仿 射 性 质 和 优 射 不 变量 ， 与 4 相应 的 几何 就 是 仿 射 几 
何尝， 

关于 正 交 附 到 的 图 形 的 不 变性 质 5 不 变量 分 别 叫 做 度量 性 质 
与 度量 不 变量 ， 例 如 距离 , 直 交 性 .射影 性 质 与 仿 射 性 质 , 射影 不 
变 其 与 仿 射 不 变量 同时 也 是 正 交 性 质 与 正 交 不 变量 ， 与 对 相应 的 
玫 何 学 是 欧 氏 玫 何 学 ， 这 种 欧 狼 几何 丰 妨 称 为 移动 谭 量 几何 学 以 
强调 是 研究 移动 之 下 的 不 变量 与 不 变性 质 . 

关于 相似 群 仿 的 图 形 的 不 变 竹 质 与 不 变量 分 别 叫做 相似 性 质 
与 相似 不 变量 ， 例 如 和 角度， 与 人 相 底 的 几何 学 称 为 钼 物 几 何 学 或 
相似 度量 几何 学 .相似 群 8 也 叫做 抛物 度量 群 . 

我 们 知道 土 述 帮 个 变 移 群 的 大 小 关系 为 下 二 A 二 DY, 即 庄 
影 群情 仿 射 群 忆 相 似 群 十 正 交 故 ， 但 是 就 它们 质 对 应 交 何 的 内 容 

究 对 象 ) 而 言 , 美 系 为 , 射影 几何 己 仿 射 几何 己 抛物 几何 忌 欧 氏 
几何， 由 此 可 见 ， 射 影 几 柯 内 容 最 少 ， 而 欧 氏 几何 则 有 卡 富 的 内 
容 , 欧 氏 几 休 为 信 射 几何 及 射影 计 何 的 辽 上 几何 , 在 其 中 还 可 以 讨论 
仿 射 的 对 象 { 仿 射 性 质 和 仿 射 不 变量 ) 和 射影 的 对 象 〈 射 影 性 质 和 
射影 不 变量 )。 在 仿 射 开 何 里 也 可 以 讨论 影射 的 对 象 ， 反 过 来 , 在 
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身影 几何 电 则 不 能 讨论 仿 射 的 对 象 或 度 业 的 对 象 ， 而 在 仿 射 几何 
里 也 不 能 讨论 度 县 的 对 象 。 

一 般 地 , 基 林 群 越 大 ， 则 它 所 对 庶 的 几何 的 研究 对 象 就 越 少 ， 
这 是 由 于 一 个 寿 所 包含 的 变 锅 越 多 ， 则 对 于 所 有 这 些 变换 图 诊 的 
不 变性 质 与 不 变 县 就 想 少 ， 因 之 可 以 研究 的 对 象 就 越 少 ， 但 是 我 
们 须要 注意 . 对 于 某 个 寿 , 图 形 的 不 变性 质 和 不 变 蔓 ， 坚 比 只 对 它 
的 子 嫩 网 形 的 不 变性 质 与 不 变 乱 上 “坚固 " 得 和 多 ， 因 为 它们 对 于 更 
多 的 变换 要 显示 出 不 变 来 . 


为 了 将 上 面 帮 种 玫 何 加 尽 比 较 起 见 ,我们 再 列表 于 下 : 
名 条 射影 儿 便 “| 仿 射 几何 。 | 。 测 物 几何 | 欧 氏 几何 
相应 的 变换 玫 | 。 射影 兴 仿 射 套 ”| 抛物 放量 样 | ” 正 交 梧 
空 次 式 | 路 略 略 路 
参数 数 晶 | 6 4 3 
对 影 性 贰 “| ”人 坊 射 往 质 | 相似 性 质 “| 度量 性 质 
研究 对 旬 伤 射 不 变革 相似 不 变 基 “| 庶 基 不 变 旺 
疾 凡 不安 量 | 左 栏 内 容 | 左 栏 内 容 | 左 栏 内 容 
基本 不 变性 | ”站 全 性 。 | 。 平生 性 相似 性 | 全 同性 
基本 不 安民 | 交 比 | 单 比 线段 之 比 | 虹 高 
基本 不 变 图 形 | 一 一 。 | 无 穷 远 直线 | 两 点 1 了 | 线段 ( 指 长 度 ) 


例 1 讨论 回 量 的 脏 些 菇 念 在 欧 代 几何 里 适用 ? 哪些 概念 福 
伤 射 几何 里 适 直 ? _ 
解 ” 变 在 欧 氏 平面 上 有 向 蝇 t# 二 441, 其 中 A(z 的) As (x2 


2) 


则 如 的 雁 标 为 4 一 一 ?1/， 了 二 如 一 总 ， 


a +b. 


如果 经 过 正 交 变换 ; 4,, 4; 顺 次 谈 为 各, 直 
如 看 变 为 w= Aids. 


tt 的 模 数 为 |4|== 
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设 4 #0 ,4898 于) 刚直 的 稚 标 为 


a 


但 
(zxI=x.c0sd Tsing +e 
tay! Tisingiycosd te 
和 gre 
8 一 Trsind ysing 二 LE 
,. Ya" =acosg 二 bsing 

1 3 (20,.1) 

四 此 和 有 lp 一 : Gsing-i-bhcosf 

(29. 1) 大 经 过 正 迹 变换 向 量 爸 标的 变 欣 公式 ， 根 据 (420. 让 普 


qb =a:ip w=|ul 


中 
设 二 向 量 tw 二 {9,87, 名 :2 ， 经 过 正 交 变换 它们 分 别 变 为 


二 {0,5 ,40 2 ,其 由 (20.1) 有 


区 =~nucos TOsing 1 -veo 二 dsing 
b' -gsinantbcose a =esind tdeostd 


所 以 如 果 tt 二名， 则 广 " 一 


这 说 明 疝 量 每 其 系 不 因 正 次 变换 而 改变 。 
此 外 ， 下 面 等 式 成 并; 
{A022) -= A 


{二 加 一 十 沁 ' 
WH 


(Hx OY = XU 


这 说 明 向 量 的 和 , 差 , 用 妆 策 问 量 ,内 积 , 外 积 儿 种 运算 都 近 用 于 欧 


氏 儿 何 , 因 此 部 是 欧 氏 攻 何 的 内 容 . 


如 果 在 仿 射 几何 里 辩 虚 ， 经 过 仿 射 变换 向 量 华 标的 变换 公 


式 为 : 


= 1538+* 


和 (20,2) 
Bb' = tad tad . 


这 峙 系数 方 隆 4=(。， 。  ) 请 中 条 件 141 关 0 而 不 一 定 满足 正 交 
条 件 ， 在 这 种 情况 下 , 问 量 的 模 数 ,内 积 , 外 积 都 要 变化 , 因此 这 些 
概念 都 不 适用 仿 射 几何 ， 因 此 都 不 是 仿 射 几 他 的 内 容 ， 但 是 可 以 
证 明 (20. 2) 不 改变 向量 的 相等 关系 , 即 当 w= 名 时 有 二 VV 此 
外 还 可 以 证 明 (20. 2) 也 不 改变 向 量 的 和 \ 疮 ,用 数 乏 向 量 这 几 种 运 
等, 所 以 它们 都 是 仿 射 几何 的 内 容 ， 更 一 般 地 , 仿 射 变换 不 改变 疝 
量 和 的 线性 关系 ， 寻 当 站 入 加 二 RB 二 和 时 有 十 mm 二 m0' 一 站 
其 中 荆 m,n 为 不 全 等 于 专 的 实数 ， 
例 2 在 解析 几何 围 ,次 曲线 的 一 般 方 程 为 


人 ; 1 十 2 人 2 人 uag: 二 2 让 49 省 十 28a3 十 G33 二 站 。 


今 z 一 也 ,3 一 全 并 记 qj 二 yi 则 得 齐 次 方程 
各 由 4 


3 
F(xo ra Xa) DY atti=0 (aj= 401) 
ej=1 


讨论 经 过 射影 变换 后 ， 系 数 行 列 式 14| 的 变化 情况 《其 中 4 二 
C0))}. 
解 F(x Xz za 可 以 写 咸 : 


Qi de 181 证 1 

Fe={rtrs)| G2 Gaz Qn) zs 
上 

Nal Gss taal ‘Ys 


令 射 影 变 换 为 : 
3 
你， 一 yer (=1, 2,3) 


高 三 1 
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出 ] 站 | CI! Cr Cr 3 
zz | 一 | ea cas 023 has ICi= |eis lA 


:出 Cal Can Casi ws 
则 王 经 过 上 述 变 搞 后 变 为 : 
F'= 


Cl al Ca a ez Jae et Ca fer! 
(TrasT3)| Crs C22 Coz as Gs ass Nes Cao Casll rs 
Cl C33 Cagd Mg Gaz Gaaf \Cal Ca Cag WIS 
1 
= {zt223) A | zs 
3 
其 中 二 = 如 4C 
所 以 [A i= A0]= 10 [AlCl= |C Cd 
1 14 1= 1C1*!4| 
这 就 起 二 次 曲线 =0 与 谈 换 后 的 二 次 昌 线 本 =0 系数 行列 
式 之 间 的 关系 . 
注意 在 正 交 变换 下 , 10C]* 1, 所 以 ;4 =]41， 轩 此 容 黎 地 
证 明了 
G1 Ca fa 
| Af = | a 人 
itts: tn fas 
外 
是 二 次 曲线 之 ) aiziz,=0 的 下 交 不 变量 ， 
i,7=1 
习 题 
1， 定 各 兽 是 哪 种 儿 休 最 大约 } 的 讨论 对 梨 ， 
<]) 祖 傣 二 广 形 , 12》 棋 拱 ，(33 三 角形 的 重心 , (4) 学 爹 四 点 形 ，(5) 
加 ，(6) 调和 点 到 , (7?) 两 个 透 入 的 二 号 形 ， 
"IE0 。 


2， 下 列 几 简 攻 各 是 娜 种 邢 何 ! 最 天 的 ) 的 讶 人 论 对 象 . 

(1) 线段 长 度 , (2) 一 直线 所 试 角 座 , (3) 二 角形 的 面积 , (4) 一 点 到 一 
直线 的 了 距离, (5) 离心 率 . 

3 下列 几 柯 性 质 各 是 哪 伞 几何 5 最 天 的 ) 的 讨论 对 象 . 

人 1) 平行 , 12) 得 订 ，(3) 平行 四 地 堪 的 对 菠 线 王 址 平分， 人 0) 图 形 相 
介 . 5) 图形 位 氢 , (6) 于 已 线 下 正 线 点 。 

4， 求 证 ; 二 吾 线 所 成 角 论 号 相 氢 群 写 的 不 变量 ， 


® JG =*. 


第 五 章 二 次 曲线 的 射影 理论 


本 章 首 先 用 射影 的 观点 来 定义 二 次 曲线 , 并 研究 其 性 质 , 然后 
讨论 配 极 理论 以 及 二 次 曲线 的 射影 分 类 ， 其 后 简单 地 介绍 二 防 曲 
线 上 的 射影 变换 与 对 合 ， 


821 二 痰 曲线 的 射 彩 定义 


我 们 知道 ， 两 个 透视 线束 的 对 应 直线 的 交点 在 一 直线 上 和 *)， 
可 以 把 直线 称 为 一 阶 曲 线 { 一 附 点 列 》， 它 的 方程 是 关于 (zi zay zs) 
的 一 次 方程 ;与 比 对 惯 , 两 个 透视 点 列 的 对 应 点 的 连 线 通过 同一 瞩 
丽 构 成 一 级 曲线 (一 级 线 东 ), 它 的 方程 是 关于 线 华 标 [a4, away ss] 的 
一 次 方程 。 在 率 节 中 我 们 将 首先 引入 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 定 
义 , 然后 说 明 如 果 将 上 述 选 视点 到 ,透视 线束 分 别 改 成 射影 点 列 与 
射影 线束 , 则 得 到 二 级 曲线 (二 级 线束 ) 与 二 阶 曲 线 ( 二 阶 点 到 )， 


21.1 二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 


定 光 211 设 有 点 ， 它 的 定义 21. 1 设 有 直线 ， 它 
齐 次 笛 氏 或 射影 坐标 (zy za zs) | 的 齐 次 笛 氏 或 射影 华 标 [io ws， 
满足 下 列 三 元 二 次 章 次 方程 #3] 满足 下 列 三 元 二 次 齐 次 方程 
>3 Aarti—=0 (gi = 8) 3 a ju =0 (Cal;= 4:) 

j=1 | 
{21.1) C21. 1)" 
其 中 ai 为 实数 及 至 少 有 一 个 | 其 中 的 为 实数 县 至 少 有 一 个 
不 是 零 , 则 这 些 点 的 集合 叫做 二 j 不 是 零 , 则 这 些 直 线 的 集合 叫做 


的 关上 负 线 东 中 心 的 连 线 是 自 对 应 直线 ， 它 上 夯 的 点 都 可 以 看 成 对 应 直线 
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阶 曲 艇 而 人 21.1) 叫 艇 它 的 方 
程 ,| qi 叫做 系数 行列 式 ，《ei) 
串 微 茶 数 方 阵 . 

定理 21,1 两 个 不同 中 心 
的 射影 线束 的 对 应 直线 的 痰 点 
构成 一 条 二 阶 曲 线 . 


二 级 由 线 ， 而 (21.1)' 叫做 它 的 
方程 ，|ai;| 叫做 系数 行列 式 ， 
《2 叫做 系数 方 阵 . 

定理 21 二 ”两 个 相同 底 的 
射影 点 列 的 对 应 点 的 连 线 移 成 
一 条 二 级 曲线 ， 


以 上 两 个 定理 是 对 偶 的 , 我 们 只 证 明定 理 21, 1. 
在 平面 上 引进 一 个 笛 氏 或 射影 坐标 系 ， 


设 两 个 线束 为 


A+AB=0 
A'+A4B=0 


Nyy 


《21. 2) 
(21. 3) 


如 果 它 们 是 射影 组 束 , 则 4 大 必 满 足 一 个 等 式 
G44 EAted a=0 (ad— be0) 
现在 对 于 变动 的 2,4 , 求 (21. 2)，(21. 3) 交 点 的 集合 ， 通 过 
(21, 2), (C21. 3) 及 上 式 消 去 4,4W 得 


ASX) 


委 )- ‘( 生 )}+ d=0 


即 aAA' 1 dBB' dAB' dB 


(21. 4) 


因为 4, B, 妈 ,B' 都 是 zi zay zo 的 一 次 齐 次 起 , 所 以 (21. 4) 式 
是 一 个 关于 xb za zs 的 二 次 齐 次 方程 , 量 4 二 0, B=0 的 交点 与 涉 
=0, B=0 的 交点 坐标 都 满足 这 个 方程 。 这 说 明 (21. 4) 式 表示 一 
条 二 阶 曲线 而 且 两 个 线束 的 中 心 也 在 曲线 上 ， 

形成 二 阶 昌 线 〈 二 级 曲线 ) 的 两 个 射影 线束 〈 点 列 ) 的 中 心 
( 底 ), 与 曲线 上 其 他 点 (直线 ) 相 比 , 似乎 具有 特殊 性 , 其 实 不 然 ; 它 


们 的 地 位 都 是 平等 的 , 因 有 以 下 对 情 定 理 ， 
设 有 某 二 阶 曲 
大 由 两 个 射影 线束 的 对 应 


定理 21. ? 
线 , 它 


定理 21, 2” 设 有 荣 生 级 曲 
线 , 它 是 由 两 个 射影 点 列 的 对 应 
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直线 的 冯 点 构成 的 ; 则 以 曲线 上 ， 点 的 连 线 攀 成 的 , 则 在 曲线 上 任 
任意 两 个 定点 与 曲线 上 的 点 相 | 总 取 定 两 直线 与 曲线 的 直线 相 
连 ,就 得 到 以 这 两 个 定点 为 中 心 ! 交 , 就 得 到 以 这 两 个 定 直线 为 底 
而 成 射影 对 应 的 两 个 线束 . | 丙戌 射影 对 应 的 两 个 点 列 . 

我 们 只 证 明 堪 边 的 定理 . 

设 二 阶 曲 线 是 由 以 O, 0 为 中 心 的 射影 线束 所 生成 的 , 在 曲线 
上 任 到 二 点 4, 加， 需要 证 明 4CM) 玉 BCM)， 其 中 并 为 曲线 上 任 
意 点 , 如 (图 21-1), 记 K, KK', 4'， | 
B'， 坟 分别 注 OP 与 4, BY 
ESOP OASG BH,OBS AN, 
O'4 与 GB 的 交点 . 
(pul OCABPMYAO' (ABPM) 
所 以 CAB'EMIA(A' BK: M) 

由 于 公共 点 型 自 对 应 ， 苍 有 图 21-1 
CAB' KMIA CA BE YH), 所 以 
百 ， 百 '， 六 三 点 此 线 ， 这 说 明 当 型 虚 变动 时 ， 了 以 OP 为 底 的 上 成 列 
《KD 与 O'P 为 底 的 点 列 (下 ) 是 透视 的 ，( 到 有 为 透视 中 心 )， 因 此 
有 AC 区 ) 下 BCK')， 而 它们 对 应 直线 的 交点 为 下， 所 以 4 去 
BM), 

推论 1 平面 内 五 点 ,其 中 任意 三 点 都 不 共 线 , 则 唯一 决定 一 
条 二 有 阶 曲线 . 

推论 2 ”二 阶 曲线 上 任意 点 与 此 曲线 上 四 定点 连 线 得 四 直 
线 , 则 此 四 直线 的 交 比 为 当 数 . 

思考 ， 写 出 与 上 两 推论 相当 前 定理 21. 1 的 推论 . 

根据 以 上 讨论 ， 我 们 可 以 给 出 三 阶 曲线 (二 级 曲线 】 的 射影 
定义 : 

定义 21. 2 在 射影 平面 上 | 定义 21. 2 在 射影 平面 上 
“164* 


成 射影 对 应 的 两 个 点 列 的 对 应 
虚 的 连 线 的 集合 叫 微 二 级 曲线。 


成 射影 对 应 的 两 全 线束 的 对 
应 直线 变 点 的 集合 出 做 二 阶 
短线 . 

要 注意 的 臣 作 汪 阶 曲线 的 定 关 21. 2 里 包括 了 退化 情况 , 如 果 
成 壬 影 对 点 的 两 个 线束 为 透视 的 , 则 此 时 二 阶 辣 线 为 两 条 直线 '*)， 
一 条 为 透视 御 , 男 一 条 起 二 线束 顶点 的 连 线 {图 21-2-1)。 而 二 级 
曲线 的 和 化 情况 则 为 丽 点 , 一 个 点 是 透视 中 心 , 另 一 全 虑 十 二 虑 列 
底 的 灾后 {图 21-2-2)， 


站 
Ld 
芒 B CG 了 
图 ”21-2-1 一 ”21-2-2 


可 以 还 明 , 二 阶 曲线 退化 的 充 妥 条 三 慧 在 C21. 1} 式 里 |&;i;| 二 
0， 这样 , 进化 二 阶 曲线 翰 可 定义 为 它 的 方程 的 系数 行列 式 为 零 、 

例 1 设 一 个 变动 三 点 形 ， 其 三 边 分 别 通 过 不 盯 线 的 三 个 定 
点 ， 二 琐 点 分 别 在 二 定 直 线 ( 不 通过 定点 ) 上 移动 ， 求 第 三 预 点 的 

解 ” 设 三 点 形 4B0 三 边 4B, BC，C4 分别 通 过 三 定点 书信 
BR, 二 质点 4,8 分 别 在 二 定 直线 8,5 上 移动 ， 

如 (图 红 - 引 有 BCe3y es 7) 二 PCA A CDbCOa 去 
PlB,, Bo), RA ROC, Oo oI) QO Oe). 

因此 , 根据 定义 习 . 2 敌 这 两 个 身影 线束 对 应 直线 的 交点 即 三 
点 形 4BC 的 预 点 忌 的 轨 选 是 一 黎 通 过 点 对 的 二 阶 咎 线 . 


* 一 般 地 ,平面 上 下 个 点 《其 中 无 习 戌 共识 ) 拟定 一 个 二 阶 曲 线 ， 襄 果 有 三 点 其 
起 , 刚 二 防止 线 为 2 二 直 加 , 称 为 轴 化 二 防 遇 埠 。 


55 。 


本 


斧 31-3 


思考 : 此 二 阶 和 时 线 何 时 退化 ? 


21.2 二 阶 曲 线 与 直线 的 相关 位 置 
为 了 说 明 盖 阶 曲 线 与 二 级 曲线 的 关系 ， 现 在 讨论 二 阶 曲线 与 
直线 的 交点 问题 , 并 推出 二 阶 曲 线 的 切线 方程 . 
设 两 虑 P,@ 的 坐标 为 了 Pipi, pa 23), 如 (9 95 93)。 则 直线 P9 
上 任意 点 的 华 标 可 以 和 为 
出 ; 一 时 十 用 全 {t=*], 2,3) 
为 了 求 直 线 PQ 与 二 阶 曲线 的 交点 ,将 上 式 代 入 (21. 1D) 式 律 
3 
> Ci Pi AY) (py AF)=0 
亦 妈 
A > Tigi At > GE 十 > asipiyi) 
d=1 j= inf= 1 


bj 
十 DY) obip,™=0 (21, 5) 
y = 1 


如 果 点 母 不 在 二 阶 曲 线 上 , 则 (321 5) 式 为 关于 4 的 二 次 方程 ， 
4 有 二 值 , 或 实 或 庶 或 忌 合 , 所 以 直线 PQ 与 一 阶 曲 线 有 二 变 虑 或 
实 或 虚 或 重合 ， 这 个 事实 说 明 阶 数 的 几何 意义 就 是 直线 与 由 线 交 
点 的 个 数 ， 


IT65 


为 了 简捷 ,引入 以 下 记号 : 
EE 
启 三 > Ci ji 
= 


局 pp 三 Tapipy Sra.9} 
Sps= AP, Bus Zag 
Sp Eads So Zot 
注意 : 由 于 0; 王 js) 所 以 8 一 Br， 又 以 (zi za T9) 为 变量 , (2p)， 
Ba Ps) (929) 为 常量 , 则 总 为 二 次 式 ,So Bs 为 一 次 式 ，&pp 以 
及 8 So9 为 常数 . 
采用 这 种 记 法 , 则 方程 (21. 5 可 以 写成 
Sout +2IpoAt Sys—= 0 C21. 6) 
现在 求 非 退 化 二 阶 曲线 上 任意 点 的 切线 方程 。 
谋 点 PLD 和 a, $89) 站 二 阶 曲 线 全 =0 上 , 则 8 一 0， 于 是 上 方程 
《21, 6) 丰 一 个 根 为 淮 ， 过 了 点 的 切线 与 并 阶 由 线 仅 交 于 卫 点 ， 所 
以 男 一 个 盘 也 必 为 零 , 这 一 事实 的 必要 充分 条 件 为 在 (21. 67 星 癌 s。 
一 0 将 人 gs gs 改写 为 (zi myzs)， 则 得 忆 扎 的 切线 方程 为 9 一 


0‘*), 即 
(总 ),n1 二 (3 ) 二 (3 《21. 7) 


思考 : 将 切线 方程 Ss 一 0 与 解析 几何 里 的 二 次 基线 的 切线 方 
程 ( 非 齐 次 ) 加 以 比较 ,说 明基 一致 性 . 

例 2 从 点 PP 所 引 二 阶 曲 线 的 切线 方程 ， 

现在 假定 了 不 在 二 阶 曲 线 尽 =0. 上 , 点 如 是 通过 已 的 切线 上 的 
”在 意 点 , 则 P8 交 二 阶 曲线 于 重合 点 , 因此 方程 (21. 6 有 等 根 ， 所 
以 33is 53 由 于 她 是 通过 己 的 切线 上 任意 点 ， 而 当 交 95 


本 人 0 也 可 以 每 为 镁 -)p,+( 色 jp:+( 锭 jm=0. 


én 


fo: 他 3 区 写 为 1 3 时 Sy, pa 分 别 谈 为 5, Ss, 所 以 作为 如 点 
胃 迹 的 通过 了 的 切线 方程 为 5p0' S93, 这 个 方程 表示 两 条 切线 ， 
当 三 在 二 阶 曲线 上 了 一 者 重合 为 号。 一 0。 


21.3 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 关系 
定理 21. 3 〔〈Maclaugin) 一 个 非 退化 二 阶 古 线 的 切线 的 集合 
是 一 个 非 退 化 二 级 曲线 ; 反 过 来 ,一 个 非 退 化 二 级 由 线 的 切 点 的 集 
合 是 一 个 非 退 化 二 阶 曲线 . 
入 
证 明 : (i》 令 5 与 全 asszgj 一 0 是 一 个 非 退 化 二 前 曲线 的 


方程 ， 如果 (pi pa 83) 是 它 的 一 条 定 切 线 [wi ass,as] 的 切 点 坐标 ， 
则 场 线 方程 Sp=0 tig ar avs = 人 0 表示 同一 条 直线 ， 故 有 


OD Tabs Gaps_ Gob oops toype_ Ge 和 十 Gape + Gaps 


Hl Wa bd: 
一 万 
其 中 必 为 非 零 常数 。 
所 以 GP pt oaps— PU = 0 
oiPDL i arDa+ oo (21. 8) 


1 1 和 i spa Gaafa— Pus= 0 
gp 人 wp tp 二 = 0 《 因 切 点 在 切线 上 ) (21. 9) 
由 (2L 8), (21. 9 ) 消 去 了 1， 五 >， Ps 得 


111 tia Gs YL 


他 21 His tas Wa 


-0 (21. 10) 
Gal Cae Oss Hy 
[本 者 | Ha Us 0 
将 此 行列 式 展 开 则 得 
名 
>) di 一 站 长 21. 11) 
人 二 


。T68 。 


其 中 443 为 后 在 ll 中 的 代数 余子 式 ， 且 4;;=4j，14;i|= 
Jail* 0. 

当 团 线 Dw az Wa] 灾 动 二，(21. 11) 是 含有 流动 举 标 如, to, tg 
方程 , 它 就 是 二 阶 曲 线 8=0 的 切线 的 集合 的 方程 ， 考 示 一 个 非 
退化 二 级 曲线 . 

《ii 对价 地 ， 可 以 证 明 非 退化 二 级 邢 线 Baijwwj 二 0 所 对 应 
的 切 点 的 集合 大 一 个 非 退 化 二 阶 和 曲线 ,方程 症 


- . 下 
Ht G2 da Kl 


下 r 
Ho: Kar Hg Xo 
, ， ， 二 恬 C21, 127 
tat Hae tas Wa 
他 | Te ws 0 


即 
4 
>) Aiyrr; =: 0 (21. 13) 
i 1 


其 中 ;为 @; 站 |;| 中 的 代 
数 余子 式 ， 且 4 一 .4145[ 一 
[fail’A 0. 21 和 

基于 (ii) 的 证 时 ， 需 要 利用 21 2 里 所 论述 问题 的 对 慢 ， 加 图 
21-4 所 示 , 即 求 通过 二 直线 1,m 交点 且 属 于 二 级 曲线 的 直线 下 下 
《以 前 总 求 二 点 己 ,外 连 线 上 属于 二 阶 曲线 的 点 )。、 记 畦 三 了 qi 
再 引信 与 Sn 六 ao 全 类 位 的 记号 工 ,于 ,mT 则 所 并 直线 由 方程 
Tom 生 十 27o4+2n 一 0 雇 定 , 其 中 [za 7 Era sy mta] 分 虽 为 
2 的 坐标 ， 然 后 再 导出 , 如 采 直 煞 7 属于 二 级 出 线 , 由 天 点 的 方 


程 为 ?,=0( 或 ( 王 -) ma +( 阁 3 +( 作 ) a=0), 对 上 述 结 论 


us /1 
的 详细 推导 , 读者 可 以 自作 , 这 里 从 赂 . 
现在 在 定理 21. 3 的 基础 上 , 把 问题 再 深入 一 步 ， 设 有 二 阶 曲 


二 IG9 = 


线 5 二 0， 对 应 二 级 曲线 了 工 4 和: 乓 一 D 芭 总 =0 助 线 的 集合 )， 理 
由 A808 一 0 出 发 ; 间 基 所 对 应 的 二 阶 曲 线 《 牙 dijwiwj; 二 0 的 
切 虚 集合) 是 什么 ? 

让 定理 21. 3 的 全 7) 知 , 所 求 的 一 阶 则 线 为 


3 
>) Gj 一 人 0 {0 = Ri:) (C21, 14) 
ir1=1 


其 中 oo 基 4 在 14 中 的 拒 数 余子 式 ， 和 但 蚌 
is = [a a; 
页 (2]1. 14) 式 化 为 [a;;| Zaiizizi 0, 即 
ariri;=0 (0,; = ts) 

这 说 明 (21. 10》 所 对 应 的 二 阶 曲 线 就 是 原来 的 (21.1)， 对 侦 地 ， 
《21. 12) 所 对 应 的 二 级 曲线 就 是 原来 的 (21. 1 . 

综 上 所 述 ， 我 们 可 以 将 一 个 韭 退 化 二 次 则 线 方 程 写 为 
Zoi 一 0 或 荆 AiwWi 一 0， 而 分 别称 为 它 的 点 坐标 方程 或 线 坐 
标 方程 (简称 点 方程 或 线 方 程 ). 

注意 : ]. 退化 二 阶 基线 无 对 应 二 级 曲线 , 进化 二 级 山 线 亦 无 
对 应 二 阶 曲 线 . 

2. 一 般 的 代数 曲线 , 其 附 数 (曲线 作为 点 的 加 迹 有 时, 点 坐标 所 
庙 足 方程 的 次 数 ? 与 级 数 ( 粗 线 作为 直线 族 的 包 络 时 ， 直 线 坐 标 浙 
福 是 方程 的 次 数 ) 不 一 定 相 间 ; 但 就 二 阶 曲 线 而 论 ， 其 阶 数 与 级 数 
是 相等 的 , 豆 二 阶 曲线 与 江 级 曲线 统称 为 二 次 上 曲线， 

习 题 

1， 写 出 鲍 1 的 对 渴 命 题 , 并 思 竹 用 代数 法 如 何 证 其 . 

2， 设 宇 点 形 4B0 与 4B 同时 外 雪 于 一 个 二 次 曲线 。 求证 它们 碎 同 
村 内 接 王 一 个 二 次 曲线 ， 

3. 求 适 过 点 1 0 1), 0,1,1)，(0, 一 ], 1])， 且 以 x 一 X93 二 0, Xs 一 74 二 人 0 
为 切线 的 二 深 曲 线 方 程 ， 
» 170 +» 


4。 求 通过 五 点 人 ,0,00 了 人 站， (00,06, 1 0 1 门 ， 【ee 的 二 阶 
般 线 方程 . 

5， 车 白 点 卫 东 一 次 曲线 at: 十 is 一 1 的 二 切线 与 至 ez 十 一 1 的 二 
切线 调和 共 久 , 求证 已 在 朝 线 ac th 二 中 x 十 BdCa 一 ce) 二 ad 上 be 上 . 

6， 设 自 点 Pip pz, P31 廊 并 阶 和 电线 访 ==0 切线 锡 切 点 为 吾 ， 开 (， 自 便 
C= 要 线 的 田 点 为 再 ,以 ;, 求证: Hi, KE, PP, Hs, RK: 在 同一 
个 二 阶 曲线 上, 其 方程 为 ng 疝 - Spo 

?7 对价 昌 线 的 非 齐 次 方 科 8S 王 gzz 工 26tadzg 十 gas 扣 七 galaz 202 十 


dss 0, 则 
Fa 
二 (x, y, 1) oo 
1 


区 和 
记 Sp fp. po 1) eal je Pz, E) co 


1 1 
蔡氏 下 (Pi ga)， 且 (8 在 二 阶 曲 线 生 一 6 小， 求证 直线 PQ 的 方程 为 
Se Se = py. 
8。 求 由 两 个 射影 线束 一 42s 二 9 三 一 HT 二 0 人 十 三 所 构成 的 
二 次 曲线 方程 ， 
9。， 求证 以 下 点 下 标 方 程 与 线 吾 标 方 程 表 示 癌 一 此 线 ， 


器 
(D gr-282 与 F920 

p 
[27 2 一 拉 一 0 与 dt 一 让 一 人 
{3) 23za 一 2z1 3 4PM =H 


[| 


[PT EE RT 
10， 求 通过 二 直线 [1,314,[ 一 1, 一 全 遍 点 线 必 于 二 级 曲线 十 三 2 的 
直 线 . 
11。， 给 定 二 级 因 线 太 十 w= 二 17 和 直线 [1, 4], 求 胡 点 , 问 内 求 出 的 团 太 出 
发 . 如 何 求 切线 ? 
12， 求 崩 于 占线 和,2, 11 的 二 级 肌 缆 4 二 让 一 好 = 人 的 切 点 方程 ， 
13， 第 2.6.7 各 题 的 对 偶 命 题 旭 公 7 


* ?l= 


822 巴 斯 加 定理 和 市 刊 安 又 定理 


本 节 在 二 次 曲线 的 射影 定义 的 基础 上 证 明 两 个 著名 定理 ， 先 


引进 下 列 概 念 . 
定义 22.1 如 桶 一 个 关 点 
形 { 简 单 的 或 完全 的 ) 的 顶点 客 


在 一 个 非 描 化 二 阶 其 线 上 , 旭 册 


羽 内 按 点 形 (篇 单 的 或 完全 
的 ), 

定理 22.1( 巴 斯 如 (Pase- 
al) 内 接 杆 一 个 非 退 化 二 阶 曲 线 
的 简单 六 点 形 的 三 对 对 边 的 灾 
点 在 同一 直线 上 (图 22-1-1). 
这 种 直线 称 为 巴 斯 如 直线 . 


图 22-1-1 


让 丙 个 定 者 足 对 个 的 , 我 们 : 
如 ( 铂 22-1-1)， 


定 淡 22. 如果 一 个 基线 
形 ( 简 单 的 或 完全 的 ) 的 这 和 都 在 
一 个 非 妃 化 三 级 曲线 上 , 则 叫 嵌 
外 切 叶 线形 (简单 的 或 完全 的 ). 


定理 22. 1” 《页 利安 又 Bt- 

ianchon3 外 切 子 一 个 非 退 化 二 

级 明 线 的 简 半 六 线 形 的 三 对 对 

顶点 的 过 线 奖 王 同 一 点 (图 22- 

-2 这 种 点 称 为 布 利 实 桑 点 . 
=— | 


及 证 明定 理 22.1, 
了 设 二 1， 人 i 这 4;， A 旦 上 顺 容 的 六 个 杆 点 ， 


对 边 414 与 ds 的 变 点 为 琅 da 由 与 45do 的 变 点 为 型 ,ds44 与 


AeAi 的 变 皮 为 各， 


氛 各 ,ds 党 心 分 别 连 接 其 他 四 点 , 则 由 定理 21. 2 得 到 
AitAsd A de As Asd, As dr) 


- 72* 


但 3404sd4,Ae) CEA0dsP)， 革 中 为 444 与 44; 的 交 
A460) 天 (HQAsd6)， 其 中 与 为 4:44 与 A454 的 奕 点 ， 
CLA AP}YA CHO .1s de). 

由 于 公共 点 4s 自 洲 应 ， 故 有 (LAAsP) 六 CMQAsA4}， 新 以 
Pde 共 点 , 即 ,和 WN 直线 . 

思考 : 开始 证 明 时 想 宁 一 定 和 要 以 和 4, 省 为 中 心 与 其 他 点 连 线 ? 
换 其 他 点 试 试看 . 

现在 萎 虚 在 (图 22-]-1) 里 ， 如 果 益 先 知道 二 ， 型 ， 六 天 线 ， 
出 将 以 上 证 明 过 程 原 过 来 ， 不 难 得 到 ALC4s44Asde) 天 dddtds 
46)， 这 就 是 说 41, 4,, 4a di, ds, 4 六 点 在 屈 一 个 二 阶 晤 义 上 , 故 
丰 以 下 定理 . ! 

定理 22.2 【已 斯 加 定理 的 定理 22. 2” 《 布 利安 又 定 
道 定理 ) 若 简单 六 点 形 的 三 对 对 ， 理 的 赣 定 理 ) 若 简单 六 线形 的 二 
这 交点 在 一 旺 线 上 , 则 此 六 点 形 | 对 对 顶点 的 过 线 通过 一 点 , 则 此 
内 深 杆 一 个 阶 虞 线 . 六 点 形 外 切 于 一 个 二 级 曲线 . 

对 于 重要 的 巴 斯 加 定理 , 除 以 上 证 明 外 , 还 可 以 用 代数 法 证 明 
如 下 : 

第 一 步 , 由 $ 21 习题 4 知 ， 射 影 平 而 上 通过 (0 0, 1)，(1, 0， 
0 (0 1 0 (ti 1 1 Ca, gz, qs) 五 点 的 二 阶 曲 线 方程 为 

dal — a) rit C2 a) oxy | da{ ds — rirs 
= 人 心 

第 二 步 ， 不 嫩 假 定 简单 六 点 形 的 顶点 41, Az, 4s, 44, 45 ds 的 
仅 标 分 别 为 (1 0 0 (0, 1 0), (C0, 0,1), {1,1,1), 《el ea a3), (b,, 
pa gs) 而 计算 各 过 方 释 以 及 过 对 对 过 安 上. 


A Xs=D 
A | 二 人 
Asdi: 


vw 了 


1 ] 411 
As .1e: 
i* 人 3 | 
la; gs qt=0 
'p, Ds Ds | 


BE Caba— od } rr (bna— dibs)rt (oda— tab, dr = 
ls: 


la a a 

BP (as a) wt Ct {a Fr 0 
Aszli: 

XI To I 

by 5 B=0 tT bars— Bra=0 

1 0 0 
仿 414i 与 4 的 奖 点 为 工 二 二 与 4 和 的 安 点 为 好 ,454 

与 4644 的 其 扎 为 六; 则 工 ; 于 ,NN 的 碟 慰 为 

L{—(ta—d), dO— tt,0) 
M0, — (obs— od), (ba — 0.b3)) 
N{b,, b2, bs) 
第 三 步 ; 计算 下 列 行列 式 


— {a—q) (as 一 G2) 0 
太 = 0 — abadby bas— uiba 
pb, Ds pa 


=Da( i— 3) Cbs tab1) + hala ad {ha gD) 
二 Bata ~ aa) tb a — Abs) 
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=Phbnstar— a) Babaat qs— a bbq qs— al) 

我 们 看 到 和 刚好 是 将 46 的 绕 标 (64,52 54) 代入 第 一 步 所 得 二 
阶 册 线 方程 左 端的 秆 ， 由 于 ,及 ,VN 三 点 基线 的 充 要 茶 件 起 A 一 
0, 所 以 当 生 和 仅 当 太 点 形 A444;4s44454; 内 接 寺 一 个 二 阶 曲 线 时 , 其 
三 对 对 边 的 交点 5, 型 , N 在 同一 直线 上 ， 巴 斯 加 定理 及 其 逆 定 理 
得 证 . 

两 个 著名 定理 的 极限 情形 ; 

如 果 内 接 六 点 形 的 革 丁 个 相 邻 顶点 重合 ， 则 过 这 两 个 顶点 的 
边 变 为 切线 , 六 点 形变 为 五 点 形 而 得 到 以 下 定理 . 

定理 22. 3 ”内 接 于 非 退 化 二 阶 曲 线 的 五 点 形 某 个 顶点 的 切线 
与 该 顶点 的 对 边 的 交点 几 在 其 余 两 对 不 相 邻 边 交 点 的 连 线 上 《图 
22-2-1 表示 边 Asdis 变 成 了 切线 ). 

对 侦 地 , 如 果 外 切 六 线形 的 某 两 条 和 邻 迪 重合 , 则 这 两 条 边 决 
定 的 顶点 变 为 团 点 , 六 线形 变 为 五 线形 而 得 到 以 下 定理 ， 

定理 22. 3 对 于 外 切 于 非 退化 二 级 曲线 的 五 线形 , 一 条 边 的 
切 点 与 其 对 顶点 的 连 线 必 通 过 其 余 两 对 不 相 部 顶点 的 连 线 的 实 点 
(图 32-2-2 表示 qs, er 决定 的 项 点 变 成 了 切 点 )， 


图 “22-2-1 图 22-2-2 
如 果 有 了 两 对 相 邻 元 素 重 合 ， 则 得 到 巴 斯 加 定理 与 布 利安 桑 定 
理 关 于 四 点 形 与 四 线形 的 情况 , 在 每 种 情 说 里 各 有 了 两 个 定理 , 我 们 


只 写 出 基于 四 点 形 的 定理 22, 4, 22. 5， 
“IT75 。 


定理 22.4 办 接 于 一 个 非 带 化 二 阶 曲 厂 的 简单 四 点 形 的 两 对 
对 迪 前 交点 及 对 顶点 的 切线 的 交点 必 由 点 共 线 (图 22-3-1). 

定理 22.5 谈 … 简 单 四 点 形 内 接 本 个 非 退 化 二 阶 曲线 ， 则 
其 一 对 对 边 的 突 点 与 男 一 对 近 中 每 过 与 其 禁 应 对 预 点 【〈 指 在 前 一 
对 边 中 同一 边 上 ) 的 团 线 胆 两 个 交点 必 三 点 共 线 (图 22-3-2), 


人 


图 22-3-1 图 22-3-2 
如 果 有 三 对 元 素 重合 ， 则 得 到 巴 斯 加 定 旭 与 布 利安 又 定理 英 
三 点 形 与 三 线形 的 情况 , 各 有 一 个 定理 . 


定理 22,8 设 一 个 过 点 形 内 接 于 一 个 非 退 化 二 阶 曲 线 ， 风 其 
每 顶点 的 切线 与 对 这 的 交点 必 丰 上线 (图 22-4-1)， 


及 会 


图 ?3-4-I 图 22-4-2 


定理 22. 6 设 一 个 三 线形 外 切 于 一 个 非 退 化 二 级 曲线 , 则 其 
每 边 的 切 虑 与 对 顶点 的 连 线 必 站 点 (图 22-4-2), 
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例 已 知 一 阶 晶 线 上 五 个 点 《 雹 二 者 泪 线 )， 如 何 作 出 其 他 
点 ? 

解 ”将 五 点 编号 为 41，4s， 4 4 ds( 图 22-5), 设 414; 与 
ds 痰 于 工 , 过 工 任 作 -- 直 线 9, 4sds 交 天 于 型 ，4s4. 交 了 于 六， 
有 4 与 于 一 点 Pe, 亚 根 据 定 理 32.2 向 Ps 为 二 阶 曲线 上 的 
碎 ， 变 动 直线 8, 就 得 到 二 阶 曲 线 上 共 他 成， 


习 题 


1. 写 里 甘 寺 册 线形 的 定理 28,4"', 22. 5'， 

2。， 守 卉 本 匠人 策 的 对 侦 问 题 并 解 之 . 

3 内 嫌 于 圆 的 二 个 四 点 撒 4B0D 与 4BO'D'， 设 交点 (4BXY 4'B"I 一 
P, (BOX BCD) = CDXCOD)=R 在 - :直线 于 ， 则 交点 (DAXD'A')=5 
在 问 一 直线 上 ., 

4. 设 共 面 三 点 形 4BC 与 4 BO" 是 透视 的 ， 求 证 : 访 直 线 AB ，AO,, 
BOC', Bd, 4 ,CB' 属 二 -不 二 级 田 线 . 

5， 尼 人 朝 一 全 二 阶 遇 线 三 五 个 点 ， 求 作 其 中 一 点 的 切线 并 学 活 此 问题 的 
对 油 . 

6， 在 二 阶 监 线 工 卫 六 点 , 问 按 照 不 同 议 序 可 以 产 乐 密 少 条 巴 斯 吉 直线 ? 

?7 设 4, 8 在 二 阶 出 线 c 上 ,0,D 不 在 c 上 ,AC, BD 分 别 交 s 生 P、@; 
DBC 分别 交 c 于 如 VF， 求 下 :CD, PO, DT 站点。 
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$23 极点 与 握 线 , 写 报 变换 
本 节 引 入 基于 一 次 曲线 的 重要 概念 一 极点 与 航线 ， 它 们 对 
以 后 的 讨论 起 着 重要 作用 . 
在 市 节 的 讨论 里， 为 了 方便 起 见 我 们 假定 二 次 曲线 是 非 巡 化 
的 . 


23.1 极点 , 极 线 的 定 及 求法 

定义 23.1 给 定 二 阶 上 曲线 c), 虚 P( 不 在 c 上 ), 过 卫 作 直线 与 
C 交 于 洒 !, 于 5, 如 果 日 是 直线 五 于， 上 一 点 使 {22, PO) = 一 1， 
则 称 点 卫 与 @ 关 于 二 阶 曲 线 c 调和 共 辐 下 点 8 与 P 关 于 < 互 为 


共 罗 点 . 

定理 23,1 一 定点 美和 十 一 个 寺 阶 曲线 的 调和 址 缴 点 后 较 迹 居 
一 条 直线 ， 

证 明 没 二 阶 上 曲线 ¢ 的 方程 为 

4 

A =: 2 driri=0 (21.1) 

点 卫 CPi Pa P23) 为 定点 ,点 旭 
(99a gs》 为 动 点 与 己基 于 6 为 图 23-1 
共 绞 点 ， 则 直线 召 上 任意 点 的 坐标 可 写 汶 x 一 pi 十 A91(i 二 1， 
2, 3), 


将 上 式 代入 (21. 1) 则 得 到 21 的 (21.6) 斌 
Sus 2S pA Sp=0 
令 比 方程 的 二 和 根 为 1, 加, 则 由 于 点 侦 (9;), (41) 与 (pi 十 241.9;)， 


(Pi 二 281) 调 和 共 饮 , 克 有 健一 一 1， 入 十 如 一 0, 根据 二 次 方程 根 与 
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系数 的 关系 , 我 们 等到 成 六, 晶 基 于 二 阶 曲线 访 =0 调和 共 锯 的 充 
履 条 件 是 
一 0 

将 59) 改 竺 为 变量 (z)》 则 有 90 或 

故 所 求 轨 迹 是 一 条 直线 ， 

推论 不 在 上 曲线 上 的 二 点 五 (2)， 纺 (0 关 于 一 阶 曙 级 8=0 为 
潍 秀 点 的 充 要 条 件 是 Sn， =0， 

定义 23.2 直线 (23.1) 叫 做 点 P(2) 关 于 二 芥 曲线 人 21. 1) 的 
极 线 ;而 点 卫 叫 做 直线 (23,1) 的 极点 . 

推论 不 在 二 阶 曲线 上 的 点 总 有 确定 的 极 线 , 

将 极 线 方程 (23. 1) 与 切线 方程 (321.7) 比 较 ， 我 们 君 到 不 在 二 
阶 曲 线 苇 的 点 的 雪线 方 程 与 二 孟 明 线 主 一 点 的 切线 方程 完全 一 
发 . 因此 我 们 规 和 对 于 二 阶 曲 线 .上 的 反 的 极 线 为 该 点 的 切线 ， 这 
样 对 于 平面 上 了 和 何 点 (2) 类 于 二 阶 曲 线 仿 =0 部 有 有 确定 的 极 线 ， 
其 方程 党 (23.1》， 

推论 ”每 条 直线 对 于 二 航 知 线 总 有 确定 的 最 点 ， 

证 明 设 直 线 方程 为 

医 ! 定 | 证 芷 ?放下 ;一 丰 

如 果 有 点 《Bi Ba，2a) 是 它 的 返点 ， 则 将 直线 方 姓 与 423.1) 比 

较 , 有 


up 二 tapal- Gp = eu, 
aD. | Saapz ap Cus 
QD Sapot danps = Us 
由 于 je, 流 遇 所 以 此 方程 组 有 了 歇 -- 和 解 ， 
了 7 。 


例 1 给 定 一 阶 曲 线 e: 27? 填 4zy 十 G64 十 1 二 0， 戏 点 Pt{1, 2) 
尖 于 c 的 极 线 , z 轴 关 于 ce 的 极点 ， 
解 ” 所 给 二 阶 曲 级 齐 次 方程 为 2x? 十 dx.xz2 十 6x,xs 十 zx? 一 0, 用 


矩阵 写法 为 : 
2 23 8 [i 
I Sr,, ro, co 由 | ) 


3 0 1 
点 PC1, 2, 1) 的 航线 方程 为 


. 9 2 3 /rr 7 a 
| Sp =(1, 2, 1) 2 0 修 六 = 站 和 
四 _ 9 0 1 x 


助 9x1 二 2x 二 dra=0 
设 z 轴 关于 ce 芍 极 点 为 {x0, 惟 , 区 ), 要 求 极点 只 需 解 方程 组 


2 2 3 /0 
2 0 ?je i 
3 0 1TAazg ‘0 | 


解 之 得 +? =2, 对 一 7, 49 一 一 6， 所 求 极点 为 (2, 7, 一 6)，. 


23,2 配 极 原则 

定理 23.2¢4 配 极 原 则 )” ”如果 忆 点 的 极 线 通过 旬 ， 则 日 虑 的 极 
线 也 通过 PP. 

证 明 ” 设 二 阶 曲 比方 各 为 8=0， 书 点 的 仍 际 为 (p, 8 点 的 
坐标 为 (4;)， 

则 三 点 的 极 线 为 人 一 0, 日 点 的 极 线 为 岛 :0 

因 P 了 操 的 极 线 通 过 @, 所 以 S54 二 0. 

但 5s 一 56 所 以 Sos 三 0, 所 以 8 点 的 极 线 通过 P. 

这 个 定理 当然 包 可 以 叙述 为 : 如 果 直 线 8 芍 极 点 在 4 上 , 则 直 
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线 4 的 极点 也 在 p_ 上， 我 们 看 到 , 由 于 利用 了 简单 记 法 ,使 得 定理 
齐 还 明 十 分 简捷 . 

推论 1 两 点 连 线 的 极点 是 此 二 点 极 线 的 交点 ; 两 直线 交点 
的 机 线 是 此 二 直线 极点 的 连 线 . 

推论 2 上 共 线 点 的 极 线 必 共 点 ; 共 虎 线 的 极点 必 共 线 ， 

定义 23,3 互相 前 过 对 方 极点 的 江 直 线 叫 司 革 于 二 阶 曲线 的 
共 施 直线 , 

例 2 设 P4, PB 为 二 阶 菇 线 的 切线 , 其 中 4, 五 为 切 点 ， 则 
AB 为 瑟 的 航线 (图 23-2). 

证 明 央 点 4 在 2 阶 曲线 上 , 所 以 4 的 航线 就 是 4 的 切线 , 
由 于 4 的 极 线 通过 PP, 据 定理 23.2 知己 的 极 线 通过 4， 同 理 
五 的 根 线 通过 吾 ， 央 此 48 是 的 极 线 . 

反 过 来 ， 不 难 证 明 如 打点 卫 的 极 线 与 二 阶 曲 线 交 于 两 个 实 虚 
4,8， 则 P4, PB 是 二 阶 曲线 的 切线 ， 


图 333-2 图 23-3 
例 3 设 一 个 完全 由 点 形 的 四 个 价 点 在 一 个 汪 阶 申 绪 上 ， 则 
这 个 完全 四 点 形 的 对 边 尘 点 形 的 顶点 是 其 对 边 的 极 线 ， 
证 明 如 + 疼 23-3), 了 YZ 是 完全 四 点 形 480D 的 对 近 三 点 
形 ， 则 
(BO, XE)=—1 
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(AD, 及 F) ES—1 

所 以 , 吾 下 部 瑟 忆 甘于 二 阶 曲线 的 调和 共 魏 点 ， 

因此 了 2Z 是 革 的 极 线 ， 阿 理 下 了 旦 马 的 极 线 ， 再 根据 定理 
23.2 推论 1, 得 到 号 Z 丰 工 的 极 线 . 

如 轩 有 一 个 三 点 形 ， 《如 例 3 的 了 FZ) 三 个 顶点 都 是 对 边 的 极 
点 ; 则 此 三 上 总 形 册 做 和 月 极 三 点 形 {( 自 共 斩 三 点 形 沁 

注意 : 以 上 是 由 二 阶 曲线 出 发 遂 明 拖 点 ， 概 线 的 定 浆 及 求法 . 
如 有 果 给 定 一 个 二 级 曲线 ， 应 读 如 何 考 红 极 点 ， 援 钱 的 板 念 及 求法 
呢 ? 当 然 可 以 用 定理 21, 3 的 理论 将 二 级 曲线 方程 化 为 二 阶 曲线 方 
程 来 求 , 但 实际 上 大 不 必要 的 ， 这 是 由 于 从 二 级 曲线 出 发 , 有 与 以 
上 的 论述 对 侦 的 一 套 理论 , 现 简 和 要 说 明 如 下 : 

首先 ， 与 图 23-1 对 个 可 以 交 出 图 23-4. 给 定 二 级 曲线 e 与 
直线 F( 椒 属于 c)， 在 PJ 上 取 点 工 , ?01, m2 为 通过 工 且 属于 的 直 
线 , 如 果 (mmmz) 8 二 一 1 则 称 直线 Pp 与 8 关于 二 级 曲线 ¢ 调和 共 
蜀 戌 直线 与 加 基于 ec 互 汶 上 共 蜀 直线 . 
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图 23-4 图 33-5 
其 次 , 可 以 证 骨 ， 当 在 2 上 灾 动 三 的 位 置 时 ，2 的 村 罗 直 线 通 
过 同一 点 , 这 个 点 称 为 直线 攻关 于 二 级 有 曲线" 的 极点 , 而 直线 世 称 
为 污点 的 极 线 ， 六 如 果 二 级 曲线 c 的 方程 为 


i ee 
TZa i Hj = 站 


了 


直线 了 的 坐标 为 [pi, ?2, po, 则 了 的 航 点 方程 为 了 :一 0 再 者 与 例 2 
对 侦 有 : 如 果 a,5 是 以 了 P 上 的 点 为 切 点 且 属 于 6 的 直线 , 则 a,8 的 
变 点 苑 为 儿 的 要 点 - 

下 此 可 见 , 区 于 二 级 浊 线 米 说 , 极点 的 概念 与 求法 与 关于 二 和 院 
黑 线 , 辍 线 的 概念 与 求法 是 对 锅 的 ， 而 基于 二 级 曲线 , 极 线 的 求法 
则 与 关于 二 阶 曲 线 , 极点 的 求法 相同. 

基 后 指出 , 给 定 一 个 二 次 曲线 , 对 于 一 个 点 ， 求 其 极 线 以 及 对 
于 一 条 直线 , 求 其 极点 , 则 无 论 对 于 这 个 二 次 曲线 的 点 方程 或 线 方 
程 来 说, 其 结果 拖 是 一 个 的 . 


23.3 配 极 变换 

对 于 非 退 化 二 阶 蜡 绕 求 说 ， 平 面 .上 的 要 点 与 极 线 构 成 点 与 直 
线 之 间 的 一 一 对 应 , 在 这 个 一 一 对 应 之 下 , 使 得 平面 上 每 个 由 点 与 
直线 记 组 成 的 图 形 玉 对 应 男 一 个 由 直线 与 点 组 成 前 图 形 下 ， 电 做 
三 甘于 已 知 二 栈 肌 线 的 配 极 图 形 ， 例如 点 列 的 配 杰 图 形 是 线束 ， 
二 阶 曲 线 的 配 航 图 形 是 -级 曲线 ， 

和 如果 图 典 天 是 图 形 下 的 配 极 图 形 ， 则 图 形 下 也 是 图 形 丸 的 
配 极 图 形 , 所 以 这 样 的 一 对 图 形 叫 散 互 怕 配 极 的 ( 互 由 共 入 的 ). 特 
姑 地 , 如 果 一 个 图 形 与 它 的 配 极 图 形 重 合 , 则 此 图 形 叫 做 自 配 极 的 
日 其 统 的 )， 旭 例 3 中 的 自 要 二 点 形 是 自 配 极 图 形 的 特例 . 

平面 内 一 点 与 甘于 一 个 非 退 化 二 阶 上 申 线 的 极 线 相对 应 ， 这 种 
一 一 对 应 出 敌 配 极 变换 . 

设 忆 (z1; za za 的 极 线 是 [ao uo, zs, 则 由 (23.,1) 得 


月 中 一 Pair (a Gj $1,2,3) 
4=1 
由 于 aij| 诗 0, 这 妇 非 奇 线 性 对 应 , 所 以 共 线 四 上 成 的 交 比 等 于 


它们 对 应 极 线 (下 点 四 直线 ) 的 交 比 
= 了 8 了 


配 极 变换 是 一 般 的 点 线 变换 的 特 萄 情况 ， 一 般 的 点 线 变 换 为 
形 如 


个 
A -= 全 oj 《二 1， 2, 3) 
4=1 


的 变换 , 我 们 也 假定 14;;| 天 0, 它 与 配 极 变换 的 益 别 在 于 不 要 求 eil 
— yi. 

操 线 变 换 与 配 极 变换 的 关系 与 $13，$14 所 论 一 维 射 形变 换 
与 对 合 的 关系 类 似 , 摧 现 在 是 二 维 情 襄 , 配 极 变换 有 全 也 称 为 对 合 
的 身影 变换 . 


习 王 


1，、 求 极 线 : 
(1 点 (01, 一 1, 介 甘于 二 防 曲 线 

32? 5 Tw rf 
《2) 点 {5,1 了 7) 美和 十 三 阶 晶 线 

2T?+ Br2+ wi Br rs —2T1T, OO— 4774= 属 
2. 求 极 虚 : 
(zy 直线 34 一 2 二 6xg 二 0 甘于 

人 -上 一 全 信 2 二 2159 一 zzz 一心 

(2) 直线 2 一 2 十 3xa 一 0 基于 


3 人 一 一 33 十 1T6zraxs 一 属 


3， 求 点 [2, 一 了 人 关于 二 级 曲线 4 二 28 二 aaa 一 站 的 极 线 。 

4， 求 妇 十 及 一 本 的 动 切 线 革 于 ax 二 592- 的 极点 的 罗 迹 ， 

5。 如 峡 233-6，4#BCD 是 二 阶 曲 从 的 肉 接 内 点 彩 ， 天 YZ 是 对 过 三 点 形 。 
求证 ， B.C 处 的 切线 交 在 YZ 上 , 4, D 处 的 瑟 续 也 安 在 王 双 |.， 

6。 如 图 23-7 4BO 是 自 极 三 点 形 , 弦 RP 通过 BB, RC 与 册 线 的 另 一 个 变 
点 为 个 求证: P@ 通过 4. 
IB4* 


图 23-7 


7 设 BO,C A AB 分 别 为 Atas, ea 43), BB, ba, Bs}, Otley, eo ea) 
的 极 线 ( 关 于 二 阶 曲 线 太一 0)， 求 还 ，A4 的 方程 为 ,6055 一 58apS6 一 0, 并 由 
此 证 明 三 点 撒 4BO 与 4 B'C' 透 袖 ，, 
8*， 二 次 出 线 的 内 接 三 点 形 4FC， 由 顶点 作 切 线 构 成 外 切 三 点 脱 4'B" 
C'。 从 插 一 点 写 向 矶 ,B.C9 直 线 交 对 过 于 44. Bi O14, 求证 A'4,B'B,, 0, 
葡 于 一 点 ， 
9*。 给 定 二 阶 曲线 e, 求证 : 和 任何 直线 (不 是 斌 线 ) 上 关于 二 有 天 限 和 多 失 
入 点 反 旦 在 让 线 上 形成 对 合 . 
I0， 契 描 巴 韦 妨 定理 证 昭 市 利 实 肖 定 理 ， 
11， 求生 yj.9 两 占线 闫 村 非 进化 二 阶 曲 线 asia2y < 人 0 为 共 辑 直线 的 
充 委 条 件 足 
1 Le 要 :3 1 
Hal fr fra dr 
1 1 Le |] 
L1 PP: Fs 
12， 根 据 例 3. 说 明 不 帮 - 院 昌 线 上 一 点 儿 线 的 作 辆 法 ， 用 此 排 击 过 不 
在 二 阶 有 曲线 上 -点 纯 线 的 作 图 法 。 


324 二 阶 曲 线 的 身影 分 类 


本 市 这 论 一 般 二 阶 曲 线 ( 人 包括 退化 情况 ) 的 分 类 ， 扬 用 的 方法 
是 选取 适当 的 坐标 系 以 化 简 具 方程 . 
» 85 。 


24.1 二 阶 上 曲线 的 奇异 点 


定 六 24,1 给 定 二 防 俐 线 好 三 > ezzis0, 旭 席 时 条 仔 


‘a8 
( 实 ) = 0, (名) =0, 3zs ) 一 ? 
的 成 三 (pu fz; gp) 叫做 及 = 的 育 异 点 ， 
显然 二 阶 曲 线 非 退化 的 充 要 条 件 巧 无 弟 蜡 点 ， 迟 比 二 阶 曲 线 


必 有 奇 愉 成 ， 详 细 情 况 如 下 : 

当 (aqi7) 秩 等 于 3 时 , SS=0 无 奇异 点. 

当 tasy) 秩 答 于 2 轩 , S=0 有 队 一 闪 异 点 。 

当 (ai 秩 等 于 工时 ，8=0 有 无 穷 多 将 异 点 ， 在 一 直线 上 . 

关于 奇异 点 的 几何 意 久 见习 是 4. 

以 前 我 们 只 对 非 退 化 二 阶 曲 线 定 义 了 极点 与 极 线 ， 现 在 考虑 
退化 情况 . 

如 央 二 阶 曲 线 退 化 为 二 不 同 直 线 mm，ms， 和 相交 于 Po(zt, 2， 
(图 34-D, 则 Po 就 是 奇异 点 
《见习 题 4)， 所 以 
在 112 iad rd = 
Hard tonrd i nord =0 {24.1) 
Hoar + aawdt arrd= 0 

由 (24. 由) 式 可 以 艇 出 xz?, x2， 
re 图 24-1 

对 于 不 辐 于 Po 的 点 了 ， 其 极 线 的 定 闵 与 定义 23. I 里 所 讲 的 
相 问 . 因此 其 方程 仍 为 5S; = 人 这 是 一 条 通过 Po 的 直线 . 这 一 结论 
也 可 以 直接 从 以 下 事实 得 到 , 如 果 (P@, 4 好 = 一 1 则 如 的 轨迹 
是 PoP 关于 tw, Ps 的 调 利 共 筑 线 ， 
= TAG * 


PP 点 的 极 纵 是 不 定 的 . 

除 己 " 外 得 线 PoP 上 的 所 有 点 有 相同 的 极 线 , 所 以 通过 也, 的 
直线 季 极 点 是 不 定 交 ， 对 于 刺 冲 过 Po 的 直线 ,由 于 其 上 点 的 航线 
通过 Po 所 以 这 入 直线 的 极点 就 职 为 Pa. 

总 二 ,对 于 如 化 一 阶 曲线 , 极点 与 极 线 不 是 一 一 对 应 的 ， 奇 外 
点 的 极 线 以 及 遂 过 疝 民 点 的 直线 拘 极 点 玫 呈 不定 的 ， 


24.2 二 阶 上 曲线 的 射影 分 类 


El 
给 定 Ss iti 《GE 区 (24.2) 


分 以 下 几 种 生 说 讨论 
al- 0 即 (6. 几 秩 是 3， 这 时 二 阶 向 线 是 韭 退化 的 ， 必 
存在 自 极 二 点 形 ， 事 实 上 , 我们 可 以 任 育 水 不 在 :一 阶 曲线 土 ， 在 
机 的 航线 上 最 不 在 二 阶 曲 线 上 的 点 各， 虽 A 的 极 线 必 道 过 4， 
令 测 的 极 线 与 43 的 极 线 的 问 点 为 42， 则 4 的 极 线 必 为 1 ds， 
所 以 关于 给 定 的 二 阶 曲线 . 4 本 4 是 一 个 寻 补 江 点 形 . 
现在 取 顶 点 不 在 二 阶 曲线 上 的 一 全 日 极 二 点 形 4143 4s 作为 
新 的 坐标 三 点 形 , 再 取 不 在 坐标 半点 形 过 上 的 一 点 为 单位 点 , 而 建 
立 一 个 新 的 射影 付 标 对 ， 国 为 两 种 华 标 则 的 变换 为 线性 的 ， 帮 
(24.2) 式 在 新 继 标 系 之 下 化 为 


名 
Saizrizy=0 (aliayi) (214.3) ~ 
了 = 外 
因为 省 (1 0, 0 的 对 远 是 4 .43 ,天 以 它 人 4 
的 方程 为 
zi—0 (C24.4) 图 ”24-2 
另 - 一 方面 ; 41 《1,0,0) 的 极 线 号 


* S87 = 


的 1 十 本 as 十 323 一 0 (24. 5) 
因为 方 稚 (24.4) 与 (24.5) 表 示 同 一 直线 , 所 以 必须 有 - - 
a=0, y= dO 
同 理 dia: 0, es0, dx0 
牙 方 程 (24.37 化 为 
本 人 十 2 二 人 3 一 用 (24.6) 


再 作 坐 标 变换 


TT j 
PT Th) 


这 实际 上 是 一 个 不 改变 级 标 三 点 形 A414 而 具 改 变 单位 点 
的 变换 , 通过 它 方 程 (24. 6) 化 为 
士 2 十 和 2 十 和 一 站 {24.7) 
由 于 zi, zs za 三 个 上 坐标 的 好 位相 辣 ， 故 方程 (24.7) 只 有 下 列 
菠 种 畏 况 : 


Ce 
7 (24.8) 


i 
Ei 


方程 (24. 8) 的 第 一 个 表示 实 二 阶 上 曲线， 也 称 为 长 加 曲线 ; 方程 
《24. 8) 的 第 二 个 表示 虚 :和 阶 曲线 , 其 上 无 实 点 ,也 称 为 零 曲线 . 

二 、1aii] =0 且 (aij) 的 秩 是 2 这 时 二 阶 曲 线 是 退化 的 ， 但 
具有 一 个 寿 异 点 ， 我 们 就 取 奇 异 点 作为 新 坐标 三 点 形 的 顶点 4 
《0,0,1)。 取 不 在 曲线 上 的 一 点 43(0,1,0)， 则 4s 的 航线 必 通 过 
A443， 再 于 4 的 极 线 上 取 不 在 曲线 于 的 点 作 为 4 (1, 0,0). 

现在 以 41424i 为 新 的 坐标 三 点 形 , 再 取 单 位 虑 而 建立 一 个 新 
的 射影 坐标 系 ， 设 (24.2) 式 在 新 礁 标 系 之 下 化 为 


| . 
Ss Dame) (a=ay;) (24.9) 


二 了 赤 有 
"188 + 


图 24-3 


由 于 尺 (0.0,1) 懂 标注 是 23 33- -93 -0, 故 有 


dry Dry dz, 
Q's = ds = ys = 
由 于 各 ,44 的 取 法 丰 a 和 0, 4s 所 0, df 二 0， 斯 以 方程 (24.9) 
化 为 


Or rs = 0 24.10) 
再 作 坐 标 变换 
pz (i=1,2) 
PLS 
则 方程 (24. 10? 作 为 
十 2 十 2 二 0 (24.11) 
由 于 x, zi 两 举人 标的 地 位 相同 ， 所 以 方程 (24.11) 具 有 下 列 两 
种 情况 : 
5 一 人 (24. 12) 
zt 二 + 二 0 
方程 (24.12) 的 第 一 个 表 示 一 -对 实 置 线 弄 十 台 =0 和 一 异 一 0. 方 
程 (24.12) 的 第 个 表示 一 对 上 不 直线 x21 二 x 二 0, 7X1 一 了 8 二 人 
三 、|aijl=0 且 Cai 冰 的 秩 是 1， 这 时 二 阶 昭 线 是 退化 的 ， 但 
有 一 直线 其 上 的 点 邦 龙 奇异 点 ， 我 们 就 以 趾 直 线 作 为 新 华 标 三 点 
形 的 一 进 工 一 由 米 建立 一 个 新 的 出 影 叭 标 系 ， 设 (24.2) 式 在 新 涂 


* J39 * 


标 系 下 化 为 
8 

0 Ca 

和 yi = 
由 于 不 论 加, 95 人 十 三 于 0) 值 如 何 ， 点 (0, ps 2 为 桨 异 点 ， 故 有 
as0, ai 一 Glass 一 2 一 zi 一 0 

因此 在 新 坐标 系 下 方程 吓 
z=0 (24.13) 


此 方程 表示 -对 重合 直线 ， 

通过 以 上 讨论 ， 我 们 看 到 ， 选 到 适当 的 坐标 系 ， 可 使 方程 
(24.2) 化 为 (24.8) 或 (24.12) 或 (24.13)， 这 些 方程 凡人 敌 二 府 曲 线 
的 标准 方程 , 共 代表 五 类 时 线 . 

最 后 指出 ,下 通 过 坐标 变换 也 可 以 知道 方程 (24.2) 表 示 五 类 曲 
线 中 的 哪 : 一 类 , 这 就 是 利用 不 点 车 的 分 类 法 ， 我 们 知道 , (24. 2) 里 
方 阵 (e) 的 穆 数 是 坐标 变 腑 下 的 不 变量 ， 这 样 通过 计算 二 阶 曲线 
在 某 一 些 标 系 下 的 方程 系数 方 阵 的 秩 数 ， 就 能 知道 它 可 以 化 为 三 
组 标准 方程 的 哪 … 组 ， 又 方程 (24.2) 直 端的 符号 差 世 是 它 的 一 个 
不 变量 ， 所 谓 符号 苦 就 是 二 次 齐 式 的 标准 起 里 正 项 数 与 负 项 数 
的 差 数 ， 例 如 如 十 脸 一 站 二 0, 一 奏 ==0 的 符号 蔡 分 别 为 1,0， 如 
果 知 道 了 一 个 二 阶 其 线 在 某 坐 标 系 下 的 方程 ， 根 据 线性 代数 的 理 
论 就 可 以 利用 它 的 方 阵 中 的 主子 式 来 确定 符号 差 ?， 这 样 由 于 符 
号 闫 的 不 加 就 能 知道 二 阶 申 线 方程 化 为 组 中 的 硅 一 个 标准 方程 ， 

因此 并 阶 申 线 方程 的 系数 方 阵 的 秩 数 和 符号 差 组 成 它 的 不 变 
景 的 完全 系统 ， 寺 是 利用 水 变 曙 的 完全 系统 得 到 二 阶 曲 线 的 分 类 
如 下 ; 


二 余 沸 : Bocher 蔡 Introduction to Higher Algebra. 
* 190*# 


标 淮 为 各 天 东西 线 奖 | 符号 苦 
十 一 上 :一 位 实 二 入 曲线 。 | 3 1 
gw | 腊 二 阶 曲 线 3 3 
一 信 一 省 一 对 实 直 绪 2 0 
人 十 | 一 对 虚 敲 线 2 | 2 
工 : 一 自 一 对 蚀 合 家 抽 1 | 1 


总 之 ， 在 射 形 平面 上 二 阶 曲线 的 集合 在 射影 群 之 下 分 为 五 个 
射影 美 , 同一 类 里 的 两 个 曲线 射影 等 价 , 也 就 是 有 某 个 射影 变换 将 
一 条 内线 变 为 另 一 系 曲 线 , 而 不 同类 的 任意 两 条 曲线 不 射影 等 价 . 

例 淹 定 二 阶 上 曲线 十 x2- 十 x3 十 2xoxa 十 27179 一 上 x154 二 0 的 

解 一 已 知 二 阶 曲 线 

二 二 2 十 22o23 二 221Xa 一 Brit 二 作 
和 三 点 (0, T TD) @(1,0,1)，B(1,1,0),， 不 难 还 明 三 点 形 PQ8R 
为 自 航 三 点 形 ， 
现在 取 P8R 为 坐标 三 点 形 而 建 立 侣 标 变 搞 ( 如 果 理 解 为 点 蛮 
换 , 就 是 己 , 包 ,中 的 象 分 别 为 (1.0,0) C0, 1 0) (0,0, 1)，) 得 : 
Pri fr 
pT = kz 一 光 1 十 g2 一 和 5) 
tpzi 一 如 ( 一 寺 一 和 2 十 风 g) 
如 果 衣 新 , 旧 上 坐标 系 的 单位 点 相同 , 由 有 
ki = ks = ks 
因此 有 
371 一 喧 十 2 
En 
ya 一 3 十 2 
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将 此 起 代入 原 方 程 , 得 知 其 在 新 坐标 系 下 化 为 
人 
夫 此 所 给 方程 表示 实生 阶 曲 线 , 
解 二 以 上 是 几 坐 标 变换 法 判定 二 阶 晶 线 的 类 型 ， 现 再 用 不 
变量 法 判定 如 下 ; 
首先 计算 


1 一 3 1 
(a)=[—3 1 1 
.1 1 1 


的 秩 7 一 3, 然后 考虑 ai) 的 未 予 式 序列 : 


] 1 一 3 
Do -1， Di=1, b=| 3 | =- 
1 —3 1 
,| 1 1|=—1§ 
| 1 1 


则 证 子 式 序列 里 连 号 数 与 变 号 数 的 莽 数 就 是 一 次 方程 左 端的 符号 
其 ， 因 此 符号 差 是 2 一 i 二 1，( 轩 过 号 数 是 2,， 变 号 数 是 1。) 由 所 
求 得 的 匆 与 符 导 差 得 知 所 绽 方 程 表示 实 二 阶 曲 线 . 

我 们 看 到 不 变量 的 判定 活 的 优点 在 于 避免 了 华 标 变换 的 该 
算 ， 


本 题 

1T1， 化 下 列 二 阶 曲 线 方程 的 标 谁 方程 

(1 ) 2 m2 BEE A a 4 = 从 

(4) 42 十 152 Srit 16% wr —22T2Ra— SAA 0 

3) TE 二 让 2 十 一作 

{AY wi dor Arr 二 1127% ,Xi 一人 0 

2， 如 果 泽 标注 点 形 引 内 三 辽 曲 我 移 二 切线 与 十 点 的 连 线 所 构成 的 、 求 
-192. 


证 : 则 线 方 程 可 写 为 
Ci 一 0 
3、， 如 果 丙 个 韭 退化 二 答 旧 强 和 交 于 四 点 。 求 二 参 昌 线 的 方程 可 以 全 
作 gz 二 二 0 aa Sor beri Bar? = 人 O05), 
+， 求证 : 一 险 基线 上 .一 点 是 涯 异 点 的 充 要 条 件 总 它 与 明 线 上 上 征 何 点 亿 
组 工 的 点 得 站 此 曲线 上 ， 
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在 第 一 这 亲 人 论 过 直线 上 的 射影 变换 与 对 合 ， 现 在 讨 沦 实 的 非 
退化 阶 些 线 上 的 射影 变换 与 对 合 ， 


25.1 二 阶 曲线 上 的 射影 变换 

定义 25.1 如果 在 二 阶 曲 线 的 点 之 间 建 站 了 一 一 对 应, 使 得 
二 阶 上 曲线 上 在 兰 一 太 与 对 应 点 相 达 所 构成 的 两 个 线束 是 射影 对 应 
的 , 则 称 在 二 阶 上 曲线 上 建立 了 射影 变换 ， 二 阶 曲线 叫做 底 . 

如 图 25-1， 如 果 Cd 至, C， 人 
ROCA', BO), 出 4->d’, 
8->B',C>0'、… 为 冉 影 变换 ， 记 
作 和 tC 六 CT, BC, ), 可 人 
也 称 它 拉 为 二 阶 曲 线 上 的 身影 点 列 . “ 困 25-1 

必须 证 胃 , 庙 影 变换 与 并 阶 曲 线 上 的 点 0 腾 法 无 甘 、 事 实 上 ， 
车 有 DC B,C 六 O04 玉 .0 7), 则 对 于 另 一 点 0, 有 DO'(4 

CO, I ROCA, BC, -I AOC BOI FO CA, B',O' ee). 
所 这 有 CA, B,C 丽人 (五 

贞 定 艾 主 如 得 到 以 下 定理 ， 

定理 33.1 -: 阶 重 线 上 的 射影 变换 由 三 对 对 应 点 唯一 决定 . 

规 在 设 蕊 斋 天 对 对 应 战 生生 有 CO。 联 万 与 本 为 线 
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东 的 中 心 , 则 有 A(4,B',C')AAC4,B,O). 因 此 A(4,B',0') 
A(4, B,CO)， 这样 我 们 得 到 :已 知 三 对 对 应 点 , 二 阶 曲线 上 的 射影 
变换 的 对 应 点 的 作 图 法 。 加 图 25-2， 我 们 对 作出 以 4, 出 为 中 心 


的 透视 线 东 的 透视 轴 , 这 上 内 须 作出 直线 4B" 与 4B 的 交 瓜 以 及 直 
线 4C 与 400 的 交点 , 再 连结 这 两 个 交点 , 所 得 直线 即 在 透视 稍 ， 
.然后 对 于 曲线 上 任意 点 DB, 我们 只 须 从 出 点 把 五 点 投射 到 透视 轴 
上 ,再 从 有 4 点 把 这 个 点 投射 到 曲线 上 就 得 到 点 呈 的 对 应 点 DD' 
我 们 注意 到 , 线束 4C4 B,C) A' (CA, B,C 下) 的 衣 视 二 
与 二 阶 曲 线 的 交感 了 ,了 是 二 阶 曲 线 上 射影 变换 下 的 不 变 点 ,因为 
从 以 上 的 作 图 站 显然 有 有: 当 曲 线 上 的 各 点 忆 阔 在 透视 轴 上 时 , 则 与 
它 对 应 的 虑 就 与 它 重 台 , 这 就 是 说 , 点 号 变 成 它 自己 .在 图 25-2 里 
也 可 以 看 到 , 当 曲 线 上 的 点 变动 趋 于 所 或 了 时 , 它 的 对 应 点 也 趋 于 
蕊 或 了 . 
以 上 我 们 取 4 ,4 为 二 线束 的 中 心 而 得 到 透视 轴 ， 如 果 取 男 
一 对 对 应 点 为 中 心 投射 曲线 上 的 点 而 得 到 二 透视 线束 ， 风 透视 轴 
怪 与 前 者 重合 ， 事 实 土 ， 谈 由 直线 4B 与 BA 的 交点 以 及 直线 
4 与 4 的 次 点 所 决定 的 透视 负 为 5B, 然后 我 们 再 取 点 事 与 BB 
作为 投射 曲线 上 对 应 点 的 线束 中 心 , 设 这 两 个 线束 的 透视 加 为 5，， 
则 坊 ; 是 由 直线 BA 与 BB4' 的 交点 以 及 直线 BC 与 BC' 的 交点 所 
决定 ， 在 图 25-3 里 , 观察 六 点 形 4CB4CB'， 根 据 巴 斯 加 定理 得 
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图 ”25-3 
到 40' 与 AC 的 交点 ,CB 与 CB' 的 次 点 ，BA' 与 B'4 的 交点 三 
点 共 线 , 从 而 S56 与 5 重合 因此, 以 任何 一 对 对 应 点 为 线束 中 心 
所 得 到 的 透视 轴 叫 做 站 阶 曲 线 上 射影 变换 的 透视 加 (射影 轴 ). 

至 此 我 们 得 到 : 

定理 25.2 如 果 给 了 二 阶 曲 线 上 的 一 个 射影 变换 ， 则 对 于 企 
意 两 对 对 应 点 并 , 音 ' 与 入 ,和 NW', 直线 了 MN' 与 用 "NN 的 闯 虚 总 在 一 条 
确定 的 直线 上 , 这 条 直线 就 是 已 知 变 换 的 透视 畏 ， 

固 此， 关于 讨论 二 险 曲 钱 上 的 射影 变换 的 不 蛮 点 的 问题 就 是 
透视 轴 与 曲线 交点 的 问题 ， 一 共有 三 种 可 能 情操 ,在 图 25-3 里 所 
表示 的 有 两 个 不 变 氮 忠 与 地， 这 种 变换 称 为 双 曲 射影 变换 ; 在 
图 25-4 里 表示 的 只 有 一 个 不 变 点 互 ， 这 种 变换 称 为 擅 物 射影 蛮 
换 ; 在 图 25-5 里 表示 设 丰 实 的 不 变 点 ， 这 种 变换 称 为 椭 贺 射影 
变换 ，. 
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25.2 二 阶 曲线 上 的 对 合 

二 阶 曲 线 上 的 对 合 是 一 阶 曲 线 上 射影 变换 能 特殊 情况 . 

定义 ”25.2 秀 果 在 二 阶 曲线 上 的 点 之 章 建 立 了 非 生 等 的 一 
一 对 应 ， 在 曲线 上 任 取 一 点 为 中 心 与 直线 上 对 应 点 连 线 构成 两 个 
线束 , 如 果 这 两 个 线 东 是 对 合 的 , 则 称 在 二 阶 曲 线 虐 所 建立 的 对 应 
是 对 合 ， 

不 难 证 明 , 对 合 的 定 广 与 线束 中 心 的 取 法 无 关 . 

由 定义 立即 得 以 下 定 更 

定理 25.3 二 阶 曲 线 的 对 合 由 两 对 对 应 点 鸣 一 决定 ， 

现在 取 对 合 的 两 对 对 应 点 4, 出 与 8,B', 再 取 Cs4', 则 人 0 
兰 4， 因 此 六 点 形 40'84'CB' 变 成 了 四 点 形 44B4'4'B"， 所 以 
透视 辆 就 是 4 五 与 4B' 的 交点 与 4, 4' 处 两 切线 交点 的 连 线 . 但 
透视 町 电 唯 -一 的 ， 故 B，B' 处 切线 的 交点 也 在 透视 负 上 上 ， 在 对 人 台 
之 下 , 透视 四 称 为 对 合 轴 , 最 然 对 合生 也 可 以 由 两 对 对 应 点 切线 的 
交点 而 上 唯一 确定 ， 义 作出 对 合 轴 后 ， 对 租 线 上 任意 点 都 可 作出 它 
的 对 应 点 - 


对 合辑 与 二 阶 曲线 的 灾后 (对 合 的 不 变 点 ?也 看 二 种 可 能 情 
襄 ， 有 有 陋 个 变 司 ,这 时 对 合 称 为 双击 型 的 ; 役 有 实 变 点 ， 这 时 对 合 
称 为 本 网 型 的 ; 有 一 个 屁 点 、 对 这 种 情况 娄 对 合 轩 与 二 防 血 线 相 
场 , 沁 奖 点 为 了 ,如 过 也 的 任意 直线 与 二 阶 曲 线 的 交点 者 是 它 的 对 
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应 点 , 这 就 是 说 , 山 线 革 所 有 点 都 是 了 的 对 应 点 ， 因 此 对 应 不 是 一 
一 的， 所 以 对 合 只 有 双 曲 , 椭 贺 两 种 类 型 . 

最 后 再 证 明 二 防 曲线 对 合 的 一 个 重要 人 性质 ， 它 说 明 二 和 阶 曲 线 
上 上 的 对 合 与 直线 上 对 合 的 类 位 之 处 ， : 

定理 25. 4 双 邮 型 对 合 的 任意 一 对 对 应 点 与 两 个 不 变 点 
和 共 连 . 《 即 与 曲线 上 另 一 点 相连 所 得 四 直线 调和 破 辆 .) 

证 明 设 P,P' 为 对 合 的 任 一 对 对 应 点 ,下 ,了 为 两 个 不 变 点 ， 


则 
(XY, PP')= (KY, P'P) 
又 


(KY, PP' Y= (XY, PP 一 


XE PPD) ， 
(XY, PP'):=1 
得 是 { 莹 了, PP zz-1, 因此 
(XY, PP')=—1 图 25-7 
例 如 图 25.7, 4,B 是 二 阶 曲 艇 上 上 的 二 定 成 , 卫 为 其 上 动 点 ， 
是 国定 直线 ,了 4 欧 二 于 总 吾 玉 挛 曲 线 于 各 求证 : ( 户 与 (人 2) 为 
二 阱 曲线 上 的 射影 点 列 , 
证 明 因 4，B 和 柱 : 阶 曲线 上 ， 所 以 由 二 阶 遇 线 的 射影 定义 


有 
线束 44L 提 六 线 来 BLY) 
又 根据 题 设 有 
线束 4(P 关 局 列 (有 六 线束 BC8) 
因此 . 
线束 4(P) 六 线束 4(Q8) 
印 ( 王 ) 与 (人 @) 尺 二 阶 邮 线 上 等 射影 感到 , 其 不 变 点 是 下 线 世 与 
半 线 的 奖 叶 . 


全 
Cis 
ND 
| 
二 二 


思考 : 作为 直线 族 P8 的 包 络 的 曲线 是 什么 ? 


习 题 


1， 二 阶 蜡 线 上 的 射影 点 列 的 对 情 基 什么 ? 

2。 从 一 点 到 二 阶 曲 弹 的 二 条 切线 与 一 条 荐 线 ， 求 证 ; 两 个 切 点 号 两 个 
交点 调和 共 斩 ， 

3， 求 证; 二 阶 盔 厂 对 侣 指 每 一 对 对 点 点 的 连 比 通过 一 定点 《只 航 对 全 
中 心 ), 反之 , 过 定点 的 任意 直线 变 二 阶 曲线 于 对 合 对 应 点 ， 

4， 设 4 是 两 个 二 阶 昌 线 &、r 的 一 个 交点 .PP@ 是 的 通过 定点 已 的 
忒 , AP, 49 分 别 交 rc 于 已 ,@ ,求证 : P'Y 通过 一 个 定点 (图 25-9)。 


图 25-8 
提示 : 用 前 题 . 
5， 没 PP',P'P? 是 分 别 通 过 定点 由 如 前 二 阶 曲线 e 的 动荡 
求证 ;点 列 人 P) 与 (7)，( 人 PP) 刁 绍 人 都 是 二 防 曲 线 上 上 欧 对 全 点 列 。 问 
《B) 与 CPP 信 是否 一 定 为 对 合 点 焉 { 图 26-9)3 
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第 六 章 ”二 次 曲线 的 仿 射 理论 与 度量 理论 


我 们 知道 , 仿 射 变换 大 使 无 穷 远 直线 保持 不 变 的 射影 变换 . 本 
章 普 先 以 无 穷 远 直 线 为 基础 讨论 二 阶 曲 线 的 中 心 . 直 答 .新近 线 等 
几 个 仿 射 究 念 并 对 二 阶 曲线 进行 仿 射 分 类 .本章 后 一 部 分 引入 贺 
环 点 与 迷 向 直线 ， 并 以 它们 为 基础 讨论 二 阶 曲 线 的 主轴 、 焦 眠 、 雁 
线 等 几 个 度量 概念 。 最 后 篇 单 介绍 共 焦 二 次 明 线 束 . 


326 二 阶 曲线 的 中 心 , 直 径 、 渐 近 线 
首先 讨论 在 仿 射 平面 内 二 阶 曲 线 与 无 穷 近 直线 的 相关 位 置 ， 
给 定 


寻 
S= DD qariri= 0(a3= 0) 《26. 1) 
i,. 4= 


现在 求 无 穷 远 直线 与 (26. 1 的 交点 . 为 此 将 x 二 0 代入 (26. 1) 
得 到 
QF! 十 201a7iYa 十 Goaxzz 一 人 {26. 2) 
由 此 解 过 得 
2 


2 d+ ot — G02 
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所 以 当 ia 一 eiqzs 是 正 数 , 零 .负数 时 ,并 分别 有 二 不 等 实 根 、 二 相 
等 实 根 ,三 碟 根 ， 因 此 可 以 根据 及 ss 二 49192 一 413 的 值 将 (26. 1) 所 
表示 和 的 曲线 分 类 如 下 : 
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定义 26- 工 当 4as 的 值 是 负数 . 零 . 正 数 时 ， 我 们 把 (26. 1) 表 
示 的 曲线 顺 次 称 为 双 曲 型 ,抛物 型 .椭圆 型 曲线 ; 用 于 (26. 1) 表 未 
非 退 化 二 院 井 线 亦 即 |ei | 去 和 时， 把 上 述 三 种 类 型 由 线 上 次 称 为 
双 曲 线 . 招 物 线 , 烙 回 ， 

最 然 , 驱 上 曲线 , 据 物 线 , 椭 较 与 无 痊 远 直线 分 别 有 两 个 实 问 成、 
一 个 实 交 点 和 两 个 共 轿 霹 交 点 ， 为 了 简 僵 起 见 ， 以 后 我 们 就 把 二 
阶 曲 线 与 无 穷 还 直线 的 交点 称 为 曲 久 上 的 无 穷 远 点 ， 因 此 有 以 下 
”推论 : 

推论 一 个 非 退 化 江 阶 曲线 是 抛物 线 的 充 要 条 件 是 无 穷 远 直 
线 是 它 的 切线 . 

在 本 节 , 以 下 仅 叉 下 上 退化 二 挤 曲线 进行 计 论 , 以 保证 极点 与 极 
线 的 一 一 对 应 关系 ， 


26.I1 中 心 

定 尽 28.2 无穷 近 直线 关于 一 个 二 阶 曲 妈 的 驾 点 称 为 这 个 
二 阶 曲 线 的 中 心 ， 

让 这 个 定义 显然 看 出 中 心 县 
有 仿 射 怀 质 ， 放 且 这 种 定 交 与 欧 
氏 玫 何 里 的 中 心 窟 区 “平面 上 的 
一 点 使 得 二 阶 曲线 上 的 点 美 于 此 
点 两 两 对 称 ? 是 一 和 致 的 ， 事 实 上 ， 斤 ”26-1 
如 图 26-1， 令 无 穷 远 直 线 的 极 
点 为 CO， 过 C 作 直线 与 二 阶 曲 线 交 于 P,，P。， 与 无 劣 远 直线 交 于 
Py 则 有 {PiPs, CPP = 一 1, 委 于 了 ,是 无 穷 远 点 ， 项 CC 是 PiPs 
中 点 ， 反 过 米 , 如 果 吕 平分 任何 通过 它 的 一 阶 朵 线 的 丈 , 则 习 的 极 
线 是 无 穷 远 直线 . 

定理 26.1 双 曲 线 , 椭圆 备 有 了 歇 一 中 心 且 为 有 穷 远 点 ， 而 氟 
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物 线 的 中 心 为 无 穷 远 点 . 
证 明 ” 设 中 心 为 Cle eo 53), 则 关于 (26.1), 忆 的 航线 为 


强 )ai( 品 )=( 如 ja 


但 CC 的 极 线 为 无 穷 远 十 线 , 灰 有 


(26. 3) 


所 以 C1: Ca: Cs A431 A321; ss 
因此 (286. 1? 当 形 示 双 曲 线 或 灯 圆 上 时, 中 心 为 有 穷 远 点 , 它 的 非 


齐 次 稚 标 为 [ 42 ,和 ) 当 表 示 缉 物 线 时 ,中心 为 Cdau 4oz,0)， 不 
难看 出 ， 抛 物 线 的 中 心 就 是 它 与 无 穷 远 直 线 的 切 点 ， 又 抛物 线 的 
中 心 可 以 1 写 为 (]， 一 全 ,0) 或 (1 一 ,0) ”图 26-2 表示 三 种 


一 阶 曲线 与 无 穷 交 却 直 线 的 位 置 闫 天 以 及 中 心情 况 以 后 把 梢 网 与 
双 萌 线 称 为 有 有 心 二 院 曙 线 , 扫 物 线 丈 为 无 心 二 阶 曲线 ， 


26.2 直径 与 共 辑 直径 
定 尺 26.3 无穷 远 扎 关于 一 个 二 防 曲 线 的 航线 称 为 这 个 


”有 前 抛物 瑟 , 如 2 一 2py 除外 . 
“全 2 em， 


阶 曲线 的 直径 . 

根据 定理 23. 2 可 知 ， 直 径 的 定义 也 可 以 叙述 为 通过 二 阶 曲 
线 中 心 的 直线 称 为 直径 ， 

推论 ”抛物 线 的 直径 互相 平行 . 

这 样 定 多 的 直 答 与 欧 氏 几何 电 公 直 徐 定义 也 是 一 致 的 ， 宴 实 
上 , 设 一 组 平行 续 的 公共 无 穷 远 点 为 P, 则 当 生 仅 当 日 为 某 纺 A8 
中 点 时 ，(CA4B，QP。) 一 (048 的 二 一 1， 所 以 这 组 平行 纺 中 点 的 加 
迹 答 好 是 P, 的 航线 . 忆 

出 于 直径 构成 通过 中 心 的 线 4 Mh 
束 ， 所 以 当 (26. ]) 表 示 有 有 心 二 阶 


< 
盟 线 时 , 其 直径 方程 可 以 写 为 0 
05 (198 0 (26. 4) 


Bz Qs 
或 图 26-3 
235 323 < 六 半生 ’ 
十 人 3 一 0 (其中 二 不 鲍 为 零 ) 《26. 4) 
例如 


birt 十 oy —ab? Hh bz? 十 2 一生 52 一 
它 的 直径 方程 为 
nobr 于 4202 一 个 
当 (26, ]) 表 示 抛 物 线 时 , 共 直 径 方 程 可 以 号 为 
Ott TF ts t brs =0 (其 中 5 为 参数 》 


QiaTl-l Haor2-} brs =0 【 共 中 互 为 参数 ) 
定义 26.4 二 阶 曲 线 的 一 直径 与 无 穷 远 直线 交点 的 极 线 称 
为 法 直径 的 共 罗 直 径 . 
由 定义 显然 可 见 汪 直径 共 辊 的 关 桑 是 相互 的 .又 共 罗 直 径 的 
2202+， 


定 叉 也 可 以 斤 述 为 ; 通过 中 心 的 两 条 共 移 直线 称 为 共 钝 直径 . 
注意 : 抛物 线 无 共 辊 直径 , 四 此 夫 恩 直径 的 概念 只 用 于 有 心 二 
阶 上 曲线 ， 与 一 对 共 蜀 直径 开行 的 方向 称 为 共 酉 方向， 抛物 线 的 直 
径 与 其 所 平分 的 弦 的 方向 也 称 为 共 辑 方向 , 但 不 是 划 辑 直径 ， 
现在 定 艾 的 共 连 直径 世 与 过 去 一 致 , 即 有 了 以 下 定型: 
定理 26.2 与 有 心 二 阶 曲线 一 直径 平行 的 一 组 站 ， 被 它 的 共 
刘 直 径 记 和 下 分 (图 26-4). 


图 ”26-4 


证 明 设 直 径 48 与 CD 共 拖 ， 直 和 经 4B 的 无 窍 远 点 了 ,是 
CD 的 级 点， 过 PP。 点 3| 直 线 交 曲线 于 加 ,了 , 则 有 BPA4AB, EF 交 
CD 于 GG, 则 根据 级 点 极 线 的 定义 有 

CEF.GP,)—=—1 

所 以 安平 分 ,所 以 CD 平分 与 4B 平行 的 一 组 获 ， 

反 过 求 ,如果 CD 平分 与 4B 平行 的 继 , 则 CD 必 为 48 的 共 辊 
直径. 

从 图 26-4 还 看 到 过 局 , 呈 两 点 的 切线 必 通 过 CD 的 极点 , 所 以 
这 两 条 切线 平行 于 48， 由 此 导出 推论 ， 过 一 直径 两 端点 的 切线 
平行 该 直径 的 去 纯 直 径 ， 

例 1 如 有 公 一 个 平行 四 边 形 内 接 子 一 个 有 心 二 次 有 曲线, 求 这 : 

“203 。 


它 的 两 条 对 和 角 线 是 二 次 晶 钱 的 家 径 ， 而 且 它 的 两 边 平行 于 一 对 莫 
圈 直 答 ， 

证 明 如 图 26-5， 把 平行 外边 形 480D 看 作 为 完全 四 点 形 ， 
这 个 四 点 彩 内 接 于 二 阶 上 曲线 , 所 以 三 个 对 角 点 组 成 自 极 三 角形 , 有 
两 个 顶点 是 无 穹 远 点 ， 所 以 4C 和 BD 的 交点 D 是 无 穷 远 线 的 极 
点 。 也 就 是 说 点 是 中 心 ， 所 以 两 材 谣 线 4C 和 BD 是 肖 径 ， 没 
AD 和 BC 交 于 P.,4B 和 CD 交 于 9 则 OP 的 极点 起 8, 了。 
龙 O8. 的 极点 ， 所 以 直径 OP. 和 O08 古 共 领 直径 . 因此 4B 种 
BC 平行 于 一 对 共 轿 直径 ， 


图 ”286-5 图 285-6 


例 2 求证 ， 过 一 定点 (不 在 烤 近 线 上 ) 毛 作 二 阶 曲 线 诸 弦 中 
后 的 轨迹 是 嚼 一 个 二 阶 曲线 ， 
证 明 如 图 26-6, 设 定点 为 了 P, 过 也 所 作 的 蓝 为 x，w*. 上 的 无 
穷 远 点 为 PP。 
则 zz 被 其 共 轿 方向 的 直 和 公 所 平分 , 记 此 直径 为 B， 当 围绕 点 
卫 变 动 时 , P。 请 1 变动 ;而且 了 图 线 中 心 0 空 动 。 因 此 有 
线束 P(T) 太 掺 到 LL(P.) 
但 P, 蚌 了 的 极点 , 故 有 
虞 到 1 了 CP ) 六 弘 束 CCp) 
所 以 线束 已 (2 天线 旧 CC) 根据 二 阶 曲线 的 射影 定义 , 命题 
20 了 。 


4 人、 
i 
得 证 . ? 和 交 CA 
下 面 推 求 二 直径 成 为 共 辆 的 条 件 . 


给 册 一 条 直径 世 + ee =0, 求 其 共 罗 直径 ， 


直径 与 无 穷 远 直 线 的 交点 为 : (qi dank, — 0 dak, 0), 
它 的 极 线 1 为 直 的 共 炙 直径 ， 让 的 方程 为 : 


os as 
EE 《is 十 Gap 下) 了 天- 


as -38 | 
QR | Ez =0 


{G11 |- G1ek) =O 


如 
其 中 


A + ok 
人 1 一- taal 


所 以 
11 十 Qa( 轴 十 下} 十 qzaK 管 一 0 《26. 5 
邮 为 1, 1 成 为 共 谣 的 条 件 . 
注意 : 在 直角 坐标 系 下 直径 方程 中 的 是 直径 1 的 斜率 ,而 
i 方程 中 和 的 庆 是 的 钳 率 ， 
才 -: 直 径 写 为 


98 ,98 _ vas AaB 

， 3 Er Ha tA =0 
则 成 为 其 狐 的 条 件 是 

Qi! qtAT + HA) 二 az 一 站 (26. 5)’ 
28.3 渐 近 线 


对 于 二 阶 曲 线 5==0, 在 复 平面 我 们 规定 (31. 7) 及 (23. 1) 为 诬 

中 (ai) 的 切线 及 极 线 , 于 是 配 极 原 则 对 于 赔 点 仍然 成 立 . 
定 26.5 一 阶 则 线 上 的 无 穷 远 点 的 雪线 , 如 果 不 是 无 穷 远 
* 20F* 


直线 , 则 称 为 二 阶 曲 线 的 渐 近 线 ， 

装 近 线 有 以 下 重要 性 质 : 

定理 26.3 二 阶 曲线 的 两 条 
渐 近 线 相交 二 中心， 而 种 调和 分 
离 任 何 一 对 共 胃 直 答 . 

证 明 如 图 26-7, t,t#' 是 浙 
近 线 ,1,7' 是 牙 弱 直径， 因为 渐 图 ”26-7 
近 线 是 切线 , 所 以 斌 点 了 ,了 ' 就 是 它 的 极点 ;但 TT 在 1, 上 ， 所 
以 7 -通过 渐 近 线 的 级 点 ， 央 此 泗 近 线 也 必须 通过 ?的 极点 即 
渐 近 线 通 过 中 心 . 

因为 ,7 为 共 罗 直 径 , 所 以 (PP TT') -= 一 1 故 有 {11', tt') 
= 一 1， 即 渐 近 线 调和 分 次 其 思 直径。 至 此 定理 证 完 . 

以 下 讨论 (26. 1 的 狐 近 线 的 几 种 不 同 求法 ， 

1》 由 于 渐 近 线 古 团 线 , 所 以 通过 本 身 的 极点 , 这 就 是 说 渐 近 
线 是 自 上 共 轿 直径 ， 则 由 .二 直径 共 轮 的 笨 件 (26. 5} 里 令 寺 = 记得 

az | 2azk 二 oi (26. 6) 


由 (26. 6) 解 得 如 gas 则 得 渐 近 线 方程 为 : 


98 ， 天 a5 
和 ! ! Bx; 


-as Hb 95,0 
可 人 


一 局 


3 
《2) 由 于 (26. 7 了) 与 2 的 交点 袖 是 

人 2 + Ddsrits Har? —0 {28. 2) 
而 (26. 2) 表 示 通 过 原点 的 二 直线 ， 所 以 此 二 直线 分 别 与 渐 近 线 平 

行 ， 考 中 背 C (C5, 四 为 中 心 , 则 新 近 线 方程 为 
G(r—£) + aa EI ay 1 =0 (26.7) 

所 以 求 出 中心 后 即 可 得 渐 近 线 . 
“及 


43) 将 渐 近 线 作为 通过 中 心 的 切线 来 求 . 由 $21 例 2 知 通过 
中 心 的 著 线 方程 为 S55S = S$. 

不 难 计 算 , 对 于 中 心 (4 4sa Ays)， 5, 二 asw|zwa, Sps = 1a;;| 
"#33。， 所 以 切线 方程 变 芋 |as| dssS=]ai]* 葵 ， 即 das5 二 [ai;| 
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浙 近 线 方程 为 43=1e5 呈 或 


S— Ars =0 (4= 一 i ) 《26. 8) 
二 
令 了; 一 1, 则 得 渐 近 线 方程 为 4sS= |aij| 或 
_ lool gy 
S-A4-0 (2 9 ) 《26. 8) 


(4) 根据 习题 3 用 对 合 的 概念 来 求 (将 渐 近 线 作为 对 合 的 不 
变 直 线 )， 留 作 思 考 . 

全 3 求 双 册 线 天 十 288 一 3 护 十 2r 一 4 一 0 的 渐 线 方程 . 

解 一 ”用 方法 (1) 


设 渐 近 线 方 程 为 
38 35 
Er i =0 
根据 (26. 6) 有 
十 2+1=0 


解 出 =1, 和 = 一 村 :所 以 渐 近 线 方程 是 


忆 十 3 十 1 十 (一 38g 一 2 二 0 


xz 十 Y 十 1 一 豆 (z 3y—2) =0 


即 新 近 线 方程 是 


27 一 28 一 1=0 与 2++6y+5=0 
» 207* 


解 二 用 方法 (3)， 需 要 求 出 (26. 8) 里 的 4 
因为 (26.8) 才 二 站 线 , 教训 由 


1031 fsa 83 二 六 


求 4， 
将 已 知 gi 的 值 代 人 工 式 得 : 
1 1 1 
1 一 3 一 2|=0 
1 一 2 0+4 


由 此 得 4 二 一 闻 . 因此 渐 近 线 方程 为 
TF 22 2z 一 全 一 二 一 0 


期 (2x—2y—1)(2r + By+5)=.0 

下 面 许 举例 说 明 用 所 讲理 论证 明和 解析 几何 有 基 问 题 ， 

例 4 双 曲 线 的 任 一 条 切线 交 两 条 渐 近 钱 于 丁点 ， 求 证 ; 切 
点 是 此 污点 所 连 线段 的 中 点 ， 

证 明 ”如 图 26. 8, 设 过 开 点 的 切线 变 两 条 渐 近 线 于 了, 8, 如 起 


图 325- 占 
中 心 ; 瘟 径 CY 的 共 锯 直径 是 CN， 则 根据 定理 26.3 知 0OM,ON 
与 CP, Ce 调和 共 罗 ， 文 P@ 与 CN 平行 , 度 二 者 严 十 让。， 所 以 
* 208。 


(GBP NN) 二 一 1 所 以 如 为 PQ 的 中 点 . 

俩 5 求证: 双 曲 线 上 任 一 点 的 切线 与 陋 笨 浙 近 线 所 围 成 的 
三 角形 的 面 笛 为 常 七. 

证 明 如 图 26-9， 设 双 锚 线 葛 二 场 线 与 一 渐 近 线 交 于 4 4 
两 点 , 与 另 - 痢 近 线 兴 于 吾 . 瑟 两 点 . 


图 26-9 
财 丙 切线 与 商 浙 近 线 构成 一 全 完全 四 线形 ， 它 的 对 人 顶 线 是 
4B', AB 与 CO( 其 中 心 为 中 心 , 口 为 48 与 4°B' 的 交点 ), 
银 所 $23 例 3 的 对 偶 知 , 这 个 对 顶 三 线形 是 月 概 三 线形 ， 
所 以 DC 的 极点 为 BB 中 4B" 的 宽 点 五 ,而 OOC 为 直径 , 因此 
卫 为 无 穷 还 点 , 克 4 由 4 了 困 此 从 4 产生 与 六 4 如 等 积 . 所 
以 A 和 AC4B 与 ACA'B' 等 积 . 


本 题 
1。 求 二 阶 曲 级 到 于 2 十 2 有 十 地 十 28 二 1 一 和 的 中 心 与 过 (1 了) 点 的 直 
往 政 共 翰 暂 直 径 。 
2， 求 上 列 二 阶 革 线 的 直径 , 它 斌 平分 的 弦 与 给 定 的 直线 平行 . 
《1 下 一色 十 3 十 引 一 2 一 站 2 十 罗 一 全 
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(21 Saiizirin0 = 
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3， 求 证 : 有 心 守 阶 曲 线 直径 与 打 示 直 径 和 的 对 应 为 对 合 ， 

4 求证: 一 阶 曲 线 前 以 Pi 为 由 点 的 站 五 天 平行 于 户 ; 的 极 缓 ， 又 如 果 
也 1( 2 83), 求 出 五 攻 的 方程 ， 

5.。 求 二 阶 曲 纺 gr’ 十 2hxg 十 B=:1 与 aw 二 2xy 十 如 二 1 的 公共 的 
共 轿 直 蔡 开 证 明 它 们 与 所 给 二 入 曲 搁 的 一 对 公 强 调和 上 苍 纲 .. 

提示 ; 用 党 理 26. 5， 

6。， 如 图 26-10, 了 是 有 心 二 防 曲 线 芯 8@' 的 极点 ,0 是 中 心 . 07T 光 @@" 
于 ,次 二 了 曲 线 二 4,0" 求证; QV 一 Fe 且 07 一 OF 07， 

7， 绽 定 二 级 有 曲线 方 鹅 Za'jjwiwWj 二 
,如何 求 中心 ? 汇 乓 一 乱 纪 二 册 2 十 
Wi 二 0 为 例 说 期 . 

8， 求 下 列 观 曲线 的 浙 近 级. 

《1)》 w+3xy— 4¥ 十 27— 10y=0 

C2) xy yx—3y—2=0 

(3) wy—0 =J 图 26-10 

9. 求证 双 同 线 的 下 列 性 质 : 

(I》 虐 双 曲 滥 上 性 何 一 点 引 直 线 种 平行 于 渐 近 线 , 证 明 这 二 直线 和 新 近 
线 扬 成 平行 四 过 形 之 面积 一 定 ， 

2》 任意 一 直线 奖 双 曲线 与 渐 近 线 感 相 等 级 线段. 

10*， 设 PP' 是 二 阶 曲 线 欧 直 稚 ， 和 任何 点 昌 的 团 线 与 了 P 点 的 切线 交 王 
BP 如 交 PR 于 蔷 , 求 证 : PR=- RT， 

11， 求证 5 寺 Zaiyzizy 0 的 以 (ze 86) 为 中 点 的 荡 的 方 秆 为 : - 

(Gry Gado | 1s) CE—K0) 十 《eslEo 十 和 sz 十 和 2 CY — Yo0) =O 

由 此 再 十 明 有 有 心 二 踢 曲 线 通 过 国定 点 Pia， 有 所 的 续 的 中 点 的 胃 迹 仍 是 
二 阶 曲 线 且 以 PC 中 点 为 中 必 ( 共 中 心 是 原 二 阶 友 线 的 由 心 )。 

避 示 : 在 第 4 题 所 求 得 的 方程 里 令 Xa* ys 一 1。 


太 
有 27 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 


设 有 仿 射 坐标 系 下 的 二 阶 曲 线 : 
“210° 


9 
S= DF) qtri=—0 (aj—aii) C27. 1) 
i j=] 


现在 讨论 (27. 了 的 分 类 问题 ,分 为 以 下 及 种 情况 . 

一 、|a;;| 去 90; 妈 ta;;) 的 秩 汶 3. 

1，45a=aiasz 一 和 天 0， 此 时 二 阶 申 线 是 有 心 的 ， 取 中 心 为 
45 过 中 心 的 两 条 共 辆 直 答 油坊 4341， 以 及 中 心 的 极 线 ( 无 穷 远 
直线 ) 为 华 标 三 点 形 的 三 边 ， 并 适当 选取 单位 点 建立 仿 射 坐标 系 ， 
内 于 这 个 学 标 三 点 形 是 自 配 极 三 点 形 , 仿照 $ 24 的 方法 可 以 推出 
在 新 坐标 系 之 下 (27. 1) 的 方程 化 4 


为 : 
土 4 人 十 x2 寺 2 一 0 {27.2) /) ~ 
适当 地 改变 举 标 的 号 码 以 及 “ 


用 一 1 去 塌 这 些 方 程 ， 我 们 训 以 

得 到 图 27-1 
和 入 二 区 3 一 区 全 一 
rr 十 x 二 必 
pi i 

《27. 3 的 前 两 个 方程 43: 盖 0， 所 以 它们 展示 栖 圆 ， 第 一 个 是 实 精 

图 , 第 二 个 是 虚 椭 驾 , 第 三 今 方程 44<0, 所 以 表示 双 曲 线 . 

要 注意 的 是 ， 以 上 的 分 类 既然 是 与 824 用 同样 的 方法 讨论 ， 
为 女 乞 在 (24. 人 8 里 有 机 种 情况 , 而 在 (27. 3) 里 才 帮 三 种 情况 昵 ?这 
是 因为 站 $24 里 xi, wa ga， 三 全 坐标 有 同样 的 地 位 ， 所 以 好 十 2 

二 0, 721 一 经 一 z 一 0( 即 一 得 二 2 十 王 一 人 看 作 是 同一 情况 . 
但 是 现在 zj xs zs 的 地 位 不 同 了 ,za =0 裘 未 无 穷 远 直 线 . 所 以 mn 
与 xs 没有 相同 的 地 位 ， 

2，409 一 0, 此 肝 二 阶 曲线 为 捧 物 线 ， 以 无 穷 远 直 线 和 一 条 站 

径 以 及 此 直径 与 二 阶 曲 线 相 交 的 有 穷 迹 点 (49) 处 的 男 线 为 监 标 三 
。211 。 


{27.3) 


点 形 的 三 边 ， 并 适当 选 屯 单位 点 
建立 仿 射 僻 标 夭 ， 设 在 此 新 华 标 
系 之 FC27. 414) 的 方程 化 为 


ar r= (Caij= ys) 

{27.4) 

由 于 42t0, 1,0) 的 极 线 是 
qTi 二 42272 十 O393 二 0, 此 式 要 与 图 273 


2 二 0 开间 一 直线 ,页 有 0 一 和 一 0 as 天 9， 合理 可 以 得 册 21 二 
1 关 9， 因 此 在 新 谷 标 系 之 下 ,二 阶 昌 
线 方 程 化 为 


人 8 二 3 一 站 《27.5) 
再 作 变 多 
se 用 
全 qa TE 
PT 
| -2 
我 们 得 莉 
2 TIT 《27. 6) 


在 (27. 6) 里 443 一 ,所 以 人 它 表 未 机 物 线 . 

二 、1ais|==0, 且 (C017) 的 秩 为 2、 

在 这 种 情况 下 , 二 附 上 曲线 退化 生 有 一 个 奇异 点 , 可 分 为 以 下 上 几 
种 情 沈 : 

1。 盏 异 点 为 有 穷 远 点 , 仿照 3 24 的 方法 ,但 将 4 盘 取 在 上 


上 , 刚 方 程 (27. 二 化 为 二 3 十 了 一 站 (27. 7) 
此 时 (27.7) 成 印 
hy 2 一 
区 人 (27. 8) 
we tr = 


J 


= 212" 


图 27-3 图 27-4 
《27. 9) 的 第 一 式 表 示 一 对 相 突 实 直 线 ， 第 二 式 表示 一 对 和 臣 斩 虚 


直线 . 

2、 吞 异 点 为 无 穷 远 点 ， 旦 无穷 远 直线 上 无 曲线 上 其 他 点 ,此 
时 以 奇异 点 为 东 , 仍 伪 昭 3 84 的 方法 ， 但 将 41, 起 取 在 无 穷 远 直 
线 上 , 则 方程 (27. 1) 化 为 

pa | 

ot 
(27.9) 的 第 一 或 志 示 一 对 实 平行 二线， 第 二 式 下 示 一 对 虚 平 行 
二 线 . 

3， 毒 异 点 为 无 穷 远 点 , 且 无 穷 远 直线 上 仍 有 曲线 上 的 点 ,此 
时 以 奇异 点 为 上 ,再 于 上 项 线 上 取 一 无 穷 远 点 为 4;， 最 后 于 曲 绕 上 
取 - 有 穷 远 点 为 区 ， 叉 适当 选取 单位 点 建立 仿 射 众 标 系 , 于 是 
新 耸 标 系 之 下 ,二 阶 曲 线 方程 里 必 有 af 一 ais 二 0 二 0is 二 0s 二 0， 


(27. 9) 


因此 得 出 FT 
xiw3=0 (C27. 10) 
(27, 10) 表示 无 穷 远 直 线 与 一 条 /~ 
有 穷 直 线 ， 点 i En 
三 、18ij[ 二 9, 且 (Ca;) 秩 为 1 图 27-5 
在 这 种 情 襄 证 ， 二 阶 曲 线 迟 化 且 有 到 穷 多 村 异 点 在 一 直 
线 圭 ， 


1. 如 困 奇 异 点 所 在 的 直线 不 是 无 穷 远 直线， 以 此 直线 为 x1 
ss 213» 


= 一 0 则 仿照 $24 的 方法 可 得 方程 (27. 1) 化 为 
zf 一 0 《27. 11) 
(27. 11) 表 未 一 对 重合 的 有 穷 直 线 . 
2， 如 果 奇 异 点 所 在 的 直线 为 无 穷 远 直线 , 以 此 直线 为 站 一 0， 
则 得 方程 (27, 1 化 为 


re0 C27, 12) 
(27. 12) 表示 一 条 无 穷 远 重 合 直 线 ， 
至 此 得 到 二 阶 申 线 的 仿 身 分 类 如 下 ; 


0 ft …… 实 糖 加 
a 


| zi 十 zi 好 一 上 和 必 庶 畏 加 
《euiiy 钦 3 | ! 4 0 和 一 各 一 三 9 呈现 些 线 


二 二 和 
相交 直 总 


外 
Saw =0 十 的 二 相交 直线 
ii [6 门生 2 一 二 平行 直线 
CA 平行 直线 
二 有 将 直 鳃 与 
无 穷 远 直 线 
Do 二 重音 直线 (有 用) 

to) 秩 1 和 

2 一 3 二 重音 直线 (无 旁 ) 


思考 : 二 阶 曲 线 的 射影 分 类 与 仿 射 分 类 的 区 别 ， 境 ds 是 仿 
射 不 变量 , 对 不 对 ? 

例 ” 求 仿 射 坐标 变换 , 化 2x: 一 2zy 十 5 六 一 22 一 By 十 4 二 0 为 标 
谁 形式 . 

解 ” 齐 次 方程 为 


2z 一 2 二 Bri — Dr rg ras t+ 442 = 人 0 


2 一 1 —1 
(C8) 一 | CO—1 5 1 
‘一 1] 一 4 4 


的 秩 为 3， 
。 214 。 


故 知 一 阶 曲 比 非 退化 有 属于 桶 贺 型 ， 
首先 求 出 中 心 为 (1 1 1 到 中 心 为 435， 再 任 取 一 直径 一 zs 
=0 及 艾 斩 直径 2 十 4zs 一 5as 一 0 为 党 辆 及 x 轴 [ 即 44，41 的 旧 
坐标 分 别 为 (I, 1,0) 与 (一 4,1,0)}]。 于 是 可 设 缀 标 变换 为 
| 
Dra Ral Ti 47 — Brs) 
Dors Ror, 
又 隧 新 坐标 单位 虞 在 旧 坐 标 系 里 的 坐标 为 (I，2，1) 则 加 : hs: 5s 一 
:一 1: 一 4, 故 得 
J 
PdX2s — (T+ dra— Sxa) 
(os 一 437s 


人 径 = Axi— 44x21— 5x8 

Xe 一 站 一 和 一 

la = — D7 

将 此 式 代 大 所 给 三 阶 曲线 的 齐 次 方程 得 
9zP 十 163 人 一 5z 和 一 0 


再 作 坐 标 变换 pzil = V3 Pra = EE D2 二 X55; 则 得 


Tw 二 要 


习 是 


1， 求 仿 射 众 标 变换 化 下 列 渚 方程 为 祭 淮 形式 、! 
(1) x2ry 2 r=0 
(2) Zit—27y+ 2 dy 二 3 二 人 0 
# 人 了 了 。 


3) 二 二 
i 
《5 KY — 2 21 二 人 
2， 求 证 ;在 仿 射 至 标 系 下 ， 
(ez 二 By) 二 20pz 十 9 二 7 一 (| ‘iz0) 
Pp 有 | 
穴 示 一 抛物 绪 ， 且 求 ax 十 Py 十 ?一 0, 2r 十 2 十 r 一 0 的 几何 意 闫 。, 


$28 回环 点 与 可 向 直线 


本 节 引 入 图 环 点 与 迷 向 直线 这 两 个 报 念 ， 为 下 季 讨 论 二 阶 釉 
级 的 度量 性 质 作 准备 ， 我 们 将 看 到 这 两 个 概念 本 身世 有 它 的 重要 
性 . 

本 节 起 采用 第 氏 直 角 坐 标 系 进行 讨论 ， 并 假定 实 平 面 上 两 点 
李 离 、 两 直线 交角 以 及 四 元 素 交 比 的 计算 公式 对 于 复 下 向 上 的 有 
穷 元 素 仍 适用 ， 

在 §18 普 指 出 ， 仿 射 变换 成 为 相似 变换 的 完 要 条 件 为 保持 
TO 20), V0 一刻) 两 点 不 变 ， 因此 相交 变换 必 保 持 7,J 不 变 ， 


二 阶 申 线 的 度量 性 质 常 以 它们 为 基础 进行 讨论 . 
设 有 二 阶 曲线 
Sarr—d 《0 (28. 1) 


它 岂 就 是 解析 几何 里 关 锥 曲线 方程 的 齐 次 光标 形式 . 

定理 28.1 一 个 非 退 化 圆锥 曲线 是 病 ( 实 加 点 加 求 虚 较 ) 的 
充 要 条 件 是 它 通 过 7 了 C017.0) 和 J 一 i 人 其 点 . 

证 明 ”必要 性 : 车 (28. 1 表示 图, 由 有 

dr? Fa) + 2 rr 全 26ssyays 十 Gas23 一 和 

显 抑 到 了 坐标 都 广 是 这 个 方程 ; 

充分 性 : 阁 了 J 的 党 标 所 福 是 428, 1)， 则 在 
-216* 


Ht tas L122 <=0 
Hi1— tas— 29015t = 0 
屋 
G1 zr:0, 上 日 .es 一 
因此 贺 维 明 线 站 
推论 ”正在 议 不 共 钱 莽 个 实 点 次 定 一 个 四. 
定 久 28.1 了 (2 与 J(01, 一 i100) 两 点 称 为 圆 坏 点 { 圆 点 )， 
显然 , 贺 环 点 的 线 举 标 方程 为 wi 1 20. 
定义 38.2 通过 疗 环 点 的 任意 虚 直 线 叫做 述 向 直线 { 极 小 直 
线 放 
显然 ， 任 意 迷 向 直线 与 无 穷 远 直 钱 的 交点 是 圆 环 点 .又 由 于 
圆 环 点 具 底 量 性 质 ， 所 以 过 向 直线 华 县 有 度量 性 质 ， 迷 向 直线 构 
成 两 个 以 了 工 或 了 为 中 心 的 平行 直线 束 , 斜率 分 别 为 主 或 一 5， 通 过 
平 击 内侍 一 有 穷 吕 有 两 条 过 辣 直 线 , 分 别 属 于 - -直线 东 . 
定理 28.2 上 成 所 线 存 迷 疝 直线 的 充 皮 条件 是 它 上 面 任意 两 
个 不 辐 的 有 穷 点 的 距离 十 罕 . 
证 明 设 y=Ax-ib 是 一 条 玲 直 线 , P1(z, 所 Pa(z2, 是 其 
土 两 个 不 同和 的 有 穷 点 , 则 有 
8 一 的 二 4 一 1 
质 议 


1PiPa| = CR Y= 1) 
国 此 葵 2 于 或 2 下 则 | 已 Pai = 和 车 [P 忆 已 =0. 则 4 一 二 

定理 28.3 ”一 条 迷 向 直线 与 另 一 条 直线 的 伙 第 是 不 定 的 . 

证 明 (1) 设 在 两 笨 问 类 迷 向 直线 , 则 它 信 约 斜率 4 与 如同 
为 在 碟 一 i 则 2 和 2 二 一 J]， 由 闪 角 公式 


用 > 一 六 
t 由 二- ~] 
8 十 4Az 


7 


得 知 9 是 不 定 的 9 (地 9 

(2) 设 有 一条 迷 癌 直线 ， 另 一 条 是 不 同类 的 迷 向 直线 或 者 不 
是 迷 向 直线 , 令 迷 向 直线 斜率 为 一 i， 另 一 条 直线 负 率 为 AA 一 
i)， 出 由 交角 公式 得 


A 
e677 
又 由 公式 翅 0= (25 二 er ) 当 志 9=i 时 ,有 er*=0， 
tb ‘ee 


设 8= 自 十 298, 出 ee 六 =0 北 汐 e-'Ccos9) 十 isin81) 二 0, 因此 
人 与 #1; 均 不 存在 , 故 9 也 不 存在 . 

定理 28. 4( 拉 格 尔 Laguerre) 设 两 条 非 迷 回 直线 的 交角 为 
9, 又 这 两 条 直线 与 过 它们 交点 的 两 繁 以 一 i，i 为 余兴 的 迷 向 直线 
所 成 欧 比 为 2, 则 必 有 


I 
和 二 一 
slng 


证 明 设 两 条 韭 迷 向 直线 为 ,13, 其 项 率 为 4j， 加 ， 玉 向 直 
线 为 Pb ms, 任 率 为 一 i 十 i。 则 
LH= (El mma) 


Di) (1) i) 
(As O(a mi) (ItiA) i oA) 


本 Ha 一 让 | 
"1 十 4A 
1 4 一 4 
1 十 4i4a 
六 为 
一 
te 1++AiAs 


”<* 或 称 迷 疝 直线 与 自身 一 和 直 ! 它 也 与 自身 平行 ? 
ae 219 


所 以 


n=1+ te (28. 2) 
1 /eit—1 
又 teg= 计 (2 


219 -= 1 十 ttgB 


1—iigd (28. 3) 


出 (28.2), (28.3) 得 j=e*" 或 0 = 


推论 ”两 条 非 迷 向 直线 垂直 的 充 要 条 件 是 这 两 条 直线 与 过 交 
点 的 两 条 迷 向 直线 调和 泪 罗 ， 亦 名 两 条 直线 和 屯 直 的 充 要 条 件 是 这 
两 直线 上 的 无穷 远 点 与 如 环 点 调和 共 应 . 

拉 格 尔 定理 十 分 重要 ， 这 个 定理 与 上 面 的 推论 分 别 以 交 比 与 
调和 共 轿 这 两 个 射影 慨 念 表达 了 角 与 生肖 这 两 个 度量 概念 ， 形 成 
了 和 角 与 得 直 的 射影 解释 , 从 而 把 欧 氏 玫 何 与 射影 几何 联系 起 来 , 

例 1 求证 ， 一 个 圆 中 同 绝 上 的 区 周 角 相等 . 

证 明 如 图 28-1, 设 48 强 上 两 个 罚 馈 角 为 人 4PB, 人 4P'B, 
则 了, 了, 4, BB, P,P 在 同一 圆周 上 .因为 

PAB, J1)= P'(4B, JT) 

有 p= (4B,JTI)= P(AB, TD 
Pa (AsBo, SI) = P'(AB, 71) 


所 以 上 二 p&p2, 即 让 ln Va 
由 拉 格 尔 定 理 得 图 28-1 


APB=/AP'B 
反 过 来 , 可 以 证 明 ; 当 一 4PB= 了 4P'B 时 则 P,P', 4, B 四 点 
共 贺 . 
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2 一 个 非 退 化 圆锥 应 钱 是 等 钠 双 曲线 的 充 要 条 御 是 六 
关于 它 是 共 匈 点 ， 


和 
证 阴 ” 非 退化 圆锥 曲线 > arjtTj 一 0Cqij 二 ji;) 是 等 轴 双 地 
$= 1 
线 的 充 要 条 件 汐 a1! 十 0252 一 上 9， 此 恰 为 了 与 了 成 为 共 辆 点 的 充 要 条 
他. 


习 题 


1。 利 用 接 格 尔 定理 求 过 原点 守 直线 oar? 十 24zy 十 yt! 一 0 所 成 航 负 ， 
2 以 四 条 迷 向 直线 为 边 作 一 四 边 形 , 其中 每 两 边 平 行 , 则 其 对 角 线 在 相 

黎 直 且 平 分 . 试 证 之 . 

， 求 查 线 x+3 2 一 0 上 上 与 原点 距离 为 零 的 点 ， 

求证 :直线 ms 十 gzy 十 as 一 0 是 述 册 直线 的 充 要 系 件 妨 af 十 a9 一人 

通过 计算 直接 证明 : 圆 环 点 和 迷 向 直线 在 正安 变换 下 不 变 。 

求证 : 辆 鸡 任 何 一 对 共 绒 直径 互 术 迄 直 . 

求证: 潍 两 条 有 穷 直线 的 交角 是 不 定 的 ， 则 共 中 至 少 有 一 条 是 迷 向 


0 


直线 , 


3 29 二 阶 申 线 鸭 主轴 ,你 点 与 准 线 


29.1 主轴 

定义 29.1 一 阶 明 线 的 一 条 直径 如 果 平 分 一 组 和 它 琵 直 的 
弦 , 则 此 直径 眶 榴 主 贺 , 赫 轴 与 曲线 的 有 和 鹤 交 点 叫做 顶点 ， 

让 定义 可 见 , 一 附 曲 线 关 于 主轴 是 对 称 的 ， 

我 们 先 过 沦 抛 物 线 ， 录 果 已 知 拓 物 线 的 一 条 主轴 ， 则 它 必 是 
一 条 直径 且 便 二 顶 点 处 的 切线 , (此 时 是 将 切线 看 作 臣 的 极限 位 
置 ?如 图 29-1, 设 了 是 顶点 , Pw 是 霓 物 线 上 的 无 穷 远 点 ,人 @, 是 了 点 
的 姥 线 上 的 无 穷 运 成; 则 有 (人 7) 一 一 1， 且 主轴 77P。 是 怠 - 
“220。， 


的 航线 由 于 已. 唯一 确定 ， 所 
以 Q. 与 直径 唯一 确定 , 故 布 以 下 
定理 . 

定理 29. 1 雾 物 线 有 准 一 主 
轩 ， 唯 一 顶点 ， 主 畦 是 抛物 线 上 
无 穷 远 点 英 干 两 个 较 环 点 的 调和 
洪 颖 点 的 极 级 ， “ 西 29-1 

再 计 论 右 心 二 办 卓 线 ， 如 果 -对 共 罗 碍 径 开 相生 音 ， 则 它们 
都 是 主轴 , 故 由 3 28 习题 6 知 区 的 直径 都 是 主轴 ， 圆 上 每 个 点 都 
是 顶点 ， 寻 于 非 敬 的 有 心 二 阶 曲 线 有 以 下 定理 . 

定理 29, 2 除 贺 以 外 的 有 有 心 二 阶 曲 线 只 有 一 对 主轴 ， 它 是 两 
条 靳 近 线 所 成 角 的 平分 线 , 顶点 个 数 为 4. 

证 明 由 3 26 习题 3 知 渐 近 线 为 共 轿 直 径 形 成 的 对 合 和 的 不 
变 直 线 ， 所 以 浙 近 线 所 成 角 的 平分 线 , 如 为 一 对 秘 直 的 共 思 直径 ， 
它们 就 是 主轴 . 

汶 再 有 一 对 主 辕 , 则 CI，CJ 将 为 不 变 直线 {这 里 C0 为 中 心 )， 
故 CL CJ 为 渐 近 线 , 因此 曲线 将 遗 这 圆 环 点 而 为 图， 这 与 假设 蔬 
盾 , 质 以 只 有 西 渐 近 线 所 成 角 的 平分 线 这 一 对 主轴 , 4 个 项目 。 

无 论 是 抛物 线 或 右 心 - 阶 曲 线 , 都 可 以 利用 主轴 , 建立 适当 的 
直角 坐标 么 以 状 得 其 标准 方程 , 与 解析 区 何 折 讨论 的 相同 . 

下 而 讨论 和 如何 求 上 加 方 程 . 


首先 元 谍 =0 为 有 心 -一 阶 曲 线 ， 设 有 直径 瑟 - 十 号 一 0， 
| OX 


天 《9 gf) ziti Coarse Tt G2ek) + (G1 dak) zs = 0, 如 黑 它 与 所 平 
分 的 强 亚 直 , 则 有 gzst 六 一 1)-F(a 一 Gz 天 =0. 由 此 起 解 出 £， 代 


入 直径 方程 站 1 这 一 0, 即 得 到 主轴 方程 为 : 
ba CTe 
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(22) 恕 (名 ) as8 #) 
Ari )— (总) 的 演 ) 


(29. 1) 
在 1j1 -一 加 22 站 12 
十 (29. 17 也 看 到 除 圆 以 外 ,有心 二 阶 出 线 有 两 条 主 加 ， 
所 考虑 人 =6 为 抛物 线 ， 直 径 都 通过 中 心 (Aa, dsa 0)、 如 果 


一 直径 可 直 于 它 所 平分 的 球 , 则 此 直径 是 (413， 一 As,， 人 中 的 极 线 ， 
县 


As22 4 2% 35 


ar Gr 
这 就 是 掀 物 线 的 主轴 方程 . 


二 属 


29.2 焦点 与 准 线 


定义 29. 2 通过 网 环 点 1, 了 所 引 二 险 则 线 的 切线 , 它们 彼此 
的 有 穷 交点 称 为 二 阶 曲 线 的 焦点 ， 焦 点 的 极 线 称 为 二 院 曲线 的 准 
线 . 

下 面 证 明 用 这 样 定 文 所 得 到 的 实 焦点 或 准 线 就 是 通常 的 焦点 
或 准 线 . 

先 讨论 据 物 线 情形 ， 设 抛物 线 方程 为 六 二 2pz, 则 可 作 两 条 述 


* 除 用 (29. 2) 外 ,还 可 以 用 下 面 廊 法 求 主 类 方程， 
Em 1 
tk 有 
此 


o 
站 1 二 名 二 一 


所 以 194 一 下 十 从 1 和 一 
a: | (8:2-- Ik=0 
如 果 玉 存在 ， 则 有 
在 一 用 全 1 一 
一 自 
让 i 一 


珀 上 忒 求 出 2， 肥 可 4 +4 主轴 方程 续 1 = -0 并 的 尖 值 ， 


4 222。 


向 切线 ( 即 通 过 圆 环 点 的 有 穷 切线 ), 其 方程 为 
y=iz 二 起，#= 一 i 一 去 (29. 2) 
由 (29.2) 解 得 交点 为 大刀 0) 即 为 焦点 . 
此 外 , 焦点 的 极 线 为 aiz 一 一 到 , 即 为 淮 线 . 


我 们 看 到 焦点 在 主轴 上 ， 迷 


向 切线 的 切 点 则 在 准 线 上 (图 29- > 
2)， 因 此 有 以 下 定理 Fe、 


定理 29. 3 ”抛物线 有 两 条 迷 
向 切线 ， 一 个 焦点 ， 一 -条 淮 线 . 焦 


点 在 主轴 上 , 迷 向 切线 的 切 点 在 礁 线 上 . 图 29-2 
再 讨论 桶 圆 情形 . 设 本 图 方 程 为 安 十 近 一 1(e>5), 则 可 作 四 
条 迷 向 切线 , 其 方程 为 
y=itz—0), 多 二 让 
y=—iltr—e), y= i(ri+o) (29. 3) 


由 (29. 3) 解 得 不 同类 迷 向 直线 的 交点 为 (ce,0)， 玉 (一 c, 0) 
与 G00, ci CGO 一 ci 其 中 ,下 是 z 轴 上 的 实 点 ,GG 全 是 # 轴 
上 上 的 共犯 虚 点 ， 获 四 有 四 个 焦 操 , (两 实 两 虚 ) 分 别 在 两 条 主轴 上 . 
四 个 焦点 对应 的 崔 线 须 次 为 


b? 1 Bb? 


2 2 
Le + 襄 
上。 光一 一 - 有 > 一 一 本 。 HH 二 - 
- 日 - ce” : ci :¥ CE 


必 
因此 有 以 下 定理 ， 
定理 29.4 实 梢 阅 有 四 条 迷 向 雪 线 (每 两 条 是 同 娄 )， 四 个 焦 
点 (两 袖 两 虚 ) 分 别 在 两 主 回 上 , 耻 条 淮 线 (两 实 两 尤为 迷 疝 切线 的 
切 点 在 对 应 惟 线 虐 . 
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倒 29- 和 

对 于 双 曲 线 情 形 留 作 读者 思考 . 

思考 ; 加 的 人 不 点 与 注 线 ， 

例 求证 : 二 阶 曲线 的 任意 一 条 切线 与 两 策 定 切线 的 痰 点 在 
焦点 处 张 成 定 角 . 

证 明 如 图 29-4, 说 任 - 一 切线 为 记 : 两 条 定 切 钱 为 5，5， 通 
过 圆 点 J 了 ,了 的 切线 为 3 1， 则 于 与 7 :的 变 点 所 形成 的 
效 比 汶 常 数 ， 


所 以 


(J7,PIPi) (4B, PPs) 一 C( 常 数 ) 
俏 由 拉 格 尔 定理 知 PiFP: 一 志 lac= 定 角 ， 


骤 后 过 论 共 (28. 1 出 发 如 何 闫 焦点 . 
* 人 2 学 


出 21 例 2 知 , 通过 PLD Pa, pa) 的 切线 方程 为 
Sr = BS? 

即 

(EE 下 2 和 -全 作 3 和 直下 施 12 交 1 玉 十 了 3 人 2 十 衬 G1321 定 3 全 

=L(ap aiepaT Hsps Ti (osbt aarp Feap3) 2 二 

(Coup asapa {GarPa) 7 

如 果 瑟 是 焦点 , 则 自己 的 切线 通过 岗 环 点 二 了 Y， 因 此 专 上 方 
程 铀 足 圆 方程 的 条 件 ， 所 以 
Gi — Cpt taps | QD3) 一 人 ts 人 pb 一 (ae 人 9 + Grpa 二 Ga 
并 且 

rad pp: (Hpi GPs + Gspa} arp -drs Ps"T A2sp3) 

这 就 是 焦点 坐标 (za 2;) 扬 满 是 的 方程 , 亦 即 嵌 后 誉 标 可 由 
座 下 方程 组 决定 , 称 为 焦点 方程 组 . 


AS a5 YY 
生存 1; 一 二 
| (一 oz 一 鄞 ) - ) 
YY DSS 
4gisS 一 | 一- 
12 (2 ( 针 ) 
或 
Eg (29. 4) 
全 11 — tg 如 18 


其 中 和 =z 二 gars 十 dara D021-T Soret (raFs 
求 出 焦点 后 求 其 极 线 即 得 难 线 ， 也 可 以 坦 搂 由 (28.1) 求 出 准 
线 (330 习题 了 7) 


寺内 弄 629. 4 二 据点 外 .还 可 以 站 先 求 出 过 向 切线 ， 然 后 得 求 它们 的 变 点 而 得 
到 焦点 , 为 此 只 需 用 8 一 .17 +E 代 人 给 定 的 二 阶 曲 线 方 程 , 可 据 相 切 的 条 件 邯 可 计 定 
上 的 秆 , 再 求人 不 问 此 迷 谷 贸 纵 的 交 丰 ， 
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习 是 


已 抒 抛 物 线 223 十 4xy 十 2 六 一 4X 十 1 二 0, 孙 其 主轴 ,天 点 .焦点 、 玲 线 。 
已 知 双 曲线 ?x 十 6x9 一 天 一 下 一 0 求 其 十 轴 , 顶 虑 ,焦点 , 谁 线 

在 图 29-3 时 , 求证 ; FE.GG' 是 共 弧 直 径 . 

求证 ， 过 二 阶 帅 线 焦 点 的 两 条 共 辆 直线 焉 前 . 

， 祈 有 外 切 于 一 地 物 线 的 三 点 撒 ， 求 让 三 点 形 的 外 二 贺 通过 洲 物 线 


PR 


的 集 点 ， 
6- 设 Se So ai 入 一 站 fei 有 心肝 有 一 般 点 因原 点 ,或 证 : 8 一 0 四 


一 个 篇 上 2 2423 
有 售 点 为 [2 2 


?， 设 全 是 二 阶 助 线 强 P@ 的 极点 、 玉 是 一 个 焦点 ,PP 如 灾 与 百 相 应 的 稚 ， 
线 子 A、 求证 ，FT, PR 是 PFQ 的 平分 线 ， 问 PQ 通过 FF 时， 得 到 什么 结 
果 ? 注意 由 本 题 可 以 导 浊 “优点 淮 线 往 质 ”, 从而 得 到 离心 率 的 概 食 ， 

提示 : 可 用 第 4 是 

3， 如 果 精 加 于 十 六 一 1(g> 芒 看 作 由 焦点 0， 及 准 线 ! 全 而 产 下 
试 求 共 离 心率 . 

9*， 求 证 ， 有 心 二 阶 网 线 的 下 家 切 总 的 交点 的 胃 迹 一 个 辆 《 呀 微 时 
四)， 

10*， 对 抛物 线 求 上 题 的 轨 述 ， 


$30 共 仿 二 次 曲线 束 
在 本 他 里 简单 介绍 共 焦 二 次 曲线 东 ， 和 首先 说 明 二 次 昌 线 束 的 
意义 ， 
设 有 二 阶 曲 线 
S= Zarit;—= 0 
SB' = Tairizj=0 
5 与 8 交 于 四 点 4, 吾 CD， 则 对 于 不 同 的 入 8+4S3 二 0 表示 通 
过 4,B, 0, 喇 的 二 阶 曲 线 的 集合 , 称 为 二 阶 曲 线束 ， 遂 过 平面 上 男 
委任 意 一 点 有 来 中 唯一 一 条 二 阶 曲 线 ， 叉 如 果 态 十 45' =0 进化 ， 
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则 一 般 为 三 对 直线 , 妈 BC, 4D; C04, BD; AB, CD 

一 个 二 阶 曲 线束 被 其 中 任意 两 条 曲 织 完全 宵 害 ，' 

对 偶 地 , 设 有 二 级 曲线 

TPLj = 0, 下 三 之 六 和 一 个 

下 与 字 的 公共 直线 为 gp, cd， 则 对 于 不 同 的 4 了 47 一 0 表示 
与 轴 妇 C1 相 奢 的 二 级 曲线 的 集合 ， 称 为 二 级 曲线 束 ， 对 二 平面 
内 另外 任意 一 条 直线 有 来 中 叭 一 一 个 二 级 曲线 与 它 相 切 ， 车 取 无 
穷 远 直线 , 则 得 东 中 一 抛物 线 ， 如果 a,8,c,& 里 有 无 穷 远 直 线 , 则 
所 得 乡 为 据 物 线 . 

广 意 : 8348' 一 0 与 了 二 4T' =0 表 示 不 同 的 体系 , 前 者 给 出 通 
过 四 虚 的 并 次 曲线 ,后 者 给 出 与 四 直线 相 切 的 二 次 曲线 . 

现在 说 明 共 焦 二 次 曲线 束 . 

设 有 二 点 8 S56, 将 二 1, 5 与 圆 环 点 天 了 连接 得 一 个 四 线形 . 
则 所 月 与 此 四 直线 相 切 的 二 级 曲线 构成 一 个 二 级 曲线 束 ， 柬 中 所 
有 曲线 有 共同 的 四 个 焦点 C51, 5 是 其 中 的 两 个 ), 

如 景 8;, 53 的 方程 为 

XIWI Toa ratia— 0 Yt dz 十 gt 一 站 
则 这 个 有 公共 焦点 的 二 级 曲线 束 方 程 为 

{xi TF Tad Totts) (YIN 二 ta 十 as》 十 让 (人 -+2)=0 

定 多 ”所 有 有 共同 焦点 的 二 次 曲线 的 集合 称 为 共 焦 二 次 曲线 
此 (简称 共 焦 束 ). 

共 集 二 次 曲线 束 是 二 级 曲线 东 的 竺 便 ， 营 一 个 二 次 曲线 的 线 
坐标 方程 为 下 = 疝 则 任意 与 它 其 焦点 的 二 次 籽 线 方程 为 下 十 4 人 
士 &% 一 0。 臣 式 即 为 共 焦 柬 的 一 般 方 程 . 

可 让 证明, 一 直线 关于 划 焦 束 肉 所 有 有 曲线 的 航 点 共 线 (习题 1 
的 对 侦 ), 

以 下 要 对 右 心 与 无 世情 况 分 别 做 扼要 说 明 。 
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Ee :2 . 。 ? 二 
股 有 有 酉 锐 方 吉 汪 二 夺 =1 (a>5) 两 个 实 伐 点 5，8' 坐标 为 


(十 \“a 一 ,0), 精 贺 的 线 坐标 方程 为 2 加 十 B37? 一 1=0, 央 此 任 
意 共 焦 申 线 方 程 为 

(a+ DET ADY 1=0 
对 应 的 点 坐 称 方程 为 


车 来 中 曲线 通过 Pf 总 )) 出 

儿科 二 二 和 一 力 一 6 十 放 Dz? 一 {十 办 报 二 

当 4 取 十 cc, 一 8 一生 时 ,人 轨 的 符 导 为 十 , 一， 二 。 关 时 汪 
有 所 以 攻 ( 和 = 有 了 困 个 由 如 访 禄 是 扩 半 一 六 六 而 半 一 在 ， 所 沁 
对 应 而 的 曲线 基 儿 圆 ,对 应 4 的 基线 巧 双 曲线 ， 还 可 证 月 这 两 条 
留 线 正 变 ， 上 页 得 以 下 定理 . 

定理 3 和 0.1 过 平面 网 任意 一 
点 有 法 焦 束 内 的 二 条 曲线 ， 一 条 
大 圈 现 , 一 条 总 双 曲 线 , 它们 是 正 
变 的 . 

例 求证 : 一 直线 jp 关于 共 图 30-1 
焦 束 的 极点 的 轨迹 是 与 2 垂直 的 直 比 。 

证 角 Pi 妇 ] 英 于 (时 -72 人 JP 一 1 的 极点 是 

(aADUUT -AVV -i=0 

记 和 极点 从 标 为 (Ti， 扣 )， 失 中 斌 二 一 (十 DA 抽 二 一 C87 十 

OF, 当 4 变 化 时 (zy 的 轨迹 为 -直线 


此 直线 与 1 答 直 ， 记 此 近 线 为 ， 则 显然 六 也 大 各 的 报 点 的 轨 
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已 考 ; 录 与 来 中 基 其 线 相 切 , 间 8 是 什么 ? 

最 后 过 论 共 襄 抛物 伐 ， 

如 图 30-2, 抛物 线 的 焦点 为 5S, 与 1 的 切 点 为 

令 500,0,1), 5S (C1, 0,0). 则 点 个 S, 8" 的 认可 为 .Wa =0, 因 
此 ws A 二 如 ) 都 家 东 以 S, 5" 为 焦点 的 .次 曲线 (此 中 全 为 
无 穷 远 点 》 当 4 变化 时 得 到 一 来 
共 您 揣 物 级 , 以 质点 为 焦点 ,以 x 了 
辆 为 芋 辆 ， 

i 二 UI 二 的 点 菁 知 六 Ry 


na 
程 为 怠 二 44(z1 一 Azs) wo, 非 齐 次 
形式 为 六 二 44(z 寺 信 . J 


过 平 蚀 内 任意 点 ， 求 中 有 
两 条 擅 物 线 站 相 正 交 , 图 30-2 


习 是 
1 求证: 一 点 疯子 一 本 有 卓 线束 芍 答 有 半 线 的 概 线 正点 . 
2， 求 与 四 首 线 中 一 小 半 : 8 二 1 一 妨 六 十 38 二 4 一 出 2 二 4 一 8 一 0 相 切 移 滥 


3， 求 避 守 2209 一 88 一 44 十 10y 一 0 1 二 天 二 太一 4 一 2 一 让 的 公 
丰 蓄 方程 


4 证 情 是 一 个 定点 ,及 属于 共 谅 二 次 曲 引 东 
z 
本 1 


Pi 至宝 骆 坷 点 为 如. RL 的 外 楼 
的 概 点 为 已 求证: Pi 是 一 个 定点 . 
5。 球 司 开 十 2 一 太一 1 一 丰 开 有 与 宜 绪 5 十 y+ 1=0 相 切 的 二 次 曲线 
方程 ， 
6， 络 定 汪 没 业 东方 答 ， 新 语 求 
向 0 为 者 沪 明 之 ， 


由 又 与 社交 于 人、 并 、@sR 甘于 三 


9 23 一 2 一 下 3 Ts 


和 


图 30-3 
提示 : 考古 了 十 AI 十 8 一 0 化 点 为 亚 二 次 肌 线 束 的 过 化 情况 ， 
7*+， 如 图 30-3, 对 一 般 二 阶 曲 线 之 giyzxw; 一 0 如 何 求 出 通过 四 点 吾 , 天 
HH, KK' 的 二 阶 曲线 束 方程 ? 再 进一步 求 出 谁 线 方 程 ， 
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第 七 章 ”射影 几何 基础 
§ 31 几何 公理 法 简介 


几何 学 和 其 他 科学 -. 样 , 是 根据 生产 实践 的 需要 而 产生 的 , 这 
些 知 识 最 初 剖 是 零散 的 片断 的 ， 当 来 自 经 验 的 几何 知识 已 经 积累 
到 相当 半 富 时 ， 把 它们 加 以 收集 和 整理 并 和 毅 明 它们 之 疗 的 相互 关 
系 就 成 为 必要 的 了 ， 于 是 , 在 积累 新 的 几何 知识 的 同时 , 需要 把 大 
县 的 芙 明 片断 的 、 赁 经 验 归 负 得 来 的 许多 个 别 法 则 整理 成 为 由 一 
些 儿 向原 理 推 导出 另 一 些 几何 原理 的 逻辑 系统 ， 这 工作 积累 了 多 
少 伐 人 的 劳动 ， 才 逐渐 形成 了 几何 定理 及 其 证 明 的 概念 ， 那 些 用 
以 导出 其 他 开 何 原理 的 不 再 加 以 证 明 的 基本 原理 称 为 公理 ， 用 以 
解 县 其 他 概念 而 本 身 不 下 加 以 定义 的 乌 念 称 为 基本 包 念 ， 它 们 的 
性 质 只 由 公理 米 制 约 , 除了 这 些 公理 和 不 加 定义 的 基本 概念 以 外 ， 
其 他 的 原理 和 概念 都 必须 由 这 些 公理 和 基本 概念 多 辑 地 推导 得 
出 , 这 种 方 盐 就 是 所 谓 公理 起 

公理 法 的 创建 是 数学 上 佬 大 的 成 就 之 一 ， 在 这 方面 的 工作 伺 
出 卓越 成 绩 的 古代 数学 家 中 首先 应 提 到 公元 前 三 世纪 希腊 数学 家 
欧 几 里 得 CEuclid)， 他 的 杰出 著作 “几何 原本 ”作为 几何 课本 流传 
了 将 近 两 和 于 年， 至 今 中 学 几何 课本 的 叙述 方式 仍然 和 “几何 原本 ” 
实质 上 没有 多 大 差别 ， 但 是 用 近代 的 观点 来 看 “几何 原本 ”， 我 们 
可 以 发 现 , 它 并 投 有 真正 作 到 用 公理 法 来 整理 几何 知识 的 目前 , 因 
为 共 中 的 公理 赤 少 ， 只 用 这 些 公 理 作为 几何 学 的 基本 根据 是 不 够 
的 , 经 过 以 后 历代 数 堂 宗 的 修改 与 补充 , 十 逐 疡 完善 ， 这 里 特别 要 
提 到 的 是 关于 “几何 原本 ”中 的 第 十 公设 的 斌 究 . 


,四 全 让 二 


所 谓 欧 几 里 得 种 一 公设 指 的 
是 下 面 的 命题 : 

在 一 平面 上 如 果 直 线 与 另 
外 两 条 直线 ga,5 相 交 , 有 一 -人 向 的 两 
个 同 侧 内 角 w, 8 的 和 小 于 两 直角 ， 
则 直线 g 与 5 相同 例 内 角 的 和 小 
于 两 直角 鲜 那 一 侧 相 交 { 图 31-1). 图 31-4 

长 期 以 水 , 人 们 试图 证 明了 欧 氏 笋 五 公设 , 但 村 没有 成 功 ， 直 到 
十 太志 纪 初 这 个 问题 半 得 到 解决 ， 这 一 成 就 应 该 归功 于 罗 巴 切 夫 
斯 基 (Lobachevsky)、 高 新 (Gauss) 以 及 印 耶 (J. Bolyai}， 屯 们 不 
是 证 明子 欧 氏 第 五 公设 , 三 是 证 明了 : 如 暴 不 承认 欧 返 第 五 公设 ， 
则 还 存在 着 另 一 种 与 欧 氏 几何 不 癌 的 几何 , 在 其 中 设 有 尾灯 了 矛盾 . 
这 就 是 说 , 甘于 殉 氏 第 五 公设 的 试 证 导数 了 非 欧 几何 的 发 现 , 这 种 
几何 一 般 称 为 罗氏 几何 . 

软 代 几 侠 的 发 现 可 以 说 有 上 凡 何 学 的 巨大 的 革命 ， 它 也 促进 了 
几何 基础 问题 的 研究 , 经 过 以 后 的 不 断 发 展 ， 直 到 1899 年 出 版 了 
希 尔 伯 特 (Hilbert)* 儿 条 学 基础 ”一 书 , 提出 了 欧 氏 几何 的 完整 的 
公理 系统 ， 从 而 圆满 地 解决 了 欧 民 几何 以 及 罗氏 几何 的 公理 系统 
僻 题 . 

这 种 站 公理 系统 规定 几何 学 研究 航 菇 本 对 象 、 基 本 甘 系 、 公 
理 ,以 及 六 这 莽 砸 上 展开 加 辑 推理 的 研究 方法 , 不 权限 于 几何 的 基 
釉 问 题 ， 亨 且 成 了 数 堂 中 有 名 的 公理 法 ， 和 由 于 几何 堂 基础 的 束 理 
工作 引起 了 对 数学 各 分 支 的 基础 的 研究 ， 例 如 对 代数 学 基础 的 研 
容 , 由 于 建立 * 群 "的 公理 ,* 环 ”的 公理 ， 从 而 形成 了 抽象 代数 这 一 
门 学 各， 此 外 更 进一步 地 研究 了 整个 数学 的 基 袖 ， 同 时 扩大 到 
其 他 领域 , 所 以 公 理 方法 对 整个 科学 的 发 展 起 了 重要 促进 作用 , 

禄 签 上 几何 中 所 研究 的 基本 对 象 一 一 "点 " “直线 "平面 ,本 芋 
和 人 


共 钢 实 空间 的 英 些 实物 抽象 和 而 成 的 概念 , 而 “属于 ?“ 介 于 "“ 合 同 
于 ” 则 是 把 宽 物 之 疗 的 一 些 寓 互 类 系 抽象 而 得 到 的 几何 对 象 之 闻 
的 关系 , 担 蛙 在 公理 法 的 理论 中 , 为 了 丸 究 的 广泛 性 ， 往 往 不 谈 基 
本 对 象 的 直观 形象 ， 而 上 只 谈 对 象 的 性 版 反 其 相互 关系 ， 所 以 用 公 
更 藻 的 观点 来 看 , 几何 空间 是 基本 对 象 所 构成 的 集合 , 而 对 象 之 间 
应 读 满 是 公理 所 者 定 的 甘 系 ， 所 汶 我 们 可 以 随意 地 用 一 些 具 体 的 
事物 代表 “点” “直线 "和 “平面 ", 只 要 在 这 些 员 体 实物 之 间 ， 我 们 
能 解释 公理 体系 所 涉及 的 基本 关系 , 璧 如 结合 关系 .顺序 关系 、 合 
加 关系 等 , 使 得 这 些 关 系 符 含 公理 系统 所 规定 的 要 求 , 这 样 就 构成 
了 几何 党， 普通 所 熟悉 的 图 形 无 关 重 要 ， 它 不 过 是 几何 学 的 一 种 
直观 形象 , 而 每 一 种 几何 学 的 直观 形象 不 只 一 个 , 我 们 称 一 种 儿 何 
学 的 伍 一 直观 形象 为 这 几何 学 的 一 个 解释 或 一 个 模 弄 ， 以 下 我 们 
将 看 到 模型 对 于 公理 体系 问题 的 研究 起 很 大 的 作用 . 


$32 实 射 影 几 何 的 公理 体系 


在 十 九 社 纪 和 初期, 不 但 几何 基础 的 研究 有 了 顺利 的 发 展 , 而 下 
产生 了 几何 的 又 一 个 分 支 一 -射影 邢 何 学 ， 斌 究 图 形 的 射影 性 质 
问题 引起 了 许多 几何 芭 察 的 注意 ， 到 了 十 九 世 纪 末 期 经 过 凯 蘑 
《CayIey) 和 区 菜 因 〈&Iein) 的 研究 发 现 可 以 用 射影 几何 来 给 出 葡 
几时 得 几 信 和 两 种 非 欧 几 何 的 模型 ， 这 样 一 来 ， 射 影 几何 和 初等 
几何 基础 的 研究 ,原来 是 互相 独立 的 , 从 而 相互 联系 起 米 了 ， 

例如 射影 平面 的 玫 何 促 过 论 在 一 个 或 几 个 中 心 投影 和 蕉 制 之 
下 保持 不 变 的 有 关 和 下 面 图 形 的 性 质 ， 它 可 以 从 通常 平面 的 几何 去 
掉 有 关 度 量 的 概念 和 定理 而 得 出 , 也 可 以 由 一 组 公理 系统 得 出 ， 

计 影 几何 的 公理 体系 不 只 一 组 ， 当 然 各 组 彼此 是 等 价 的 ， 现 
在 我 们 介绍 其 中 之 一 
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基本 妾 念 : 

(1) 基本 对 象 : 点 , 用 4, B,C、… 表 示 ; 直线 ， 用 5,6、… 表 
示 ; 平面 ,用 ww、B、 7、… 表 示 ， 

(2) 基本 关系 : 结合 关系 , 即 点 在 直线 上 (直线 道 过 点 ) 和 点 在 
平面 上 (平面 道 过 点 )， 租 序 英 系 , 即 点 偶 4, BB 分离 点 侦 C, D 和 点 
从 4,8 不 分 离 点 情 0,D. 

公理 : 结合 公理 工 _。 用 序 公理 I,.。, 连续 公理 IIL. 

根据 这 个 公理 体系 ， 可 以 除 实数 外 不 借 朋 其 他 数学 知识 而 推 
出 射影 几何 的 全 部 内 容 ， 

下 面 列 出 这 三 组 公理 : 

第 工 组 , 结合 公理 

开 , 对 于 任意 两 个 点 4 和 互 ， 存 在 诗 线 a 通过 4 与 8. 

T: 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 和 4 和 互 ,至 多 存在 一 条 直线 通过 它 
们 |， 

Ta 在 每 条 直线 上 至 少 有 三 个 点 , 至 少 有 三 个 点 不 在 一 条 直线 
上 .| 

T,. 经 过 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 4, B,C, 有 一 个 平面 %， 在 
每 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 . 

I;， 通 过 不 在 一 条 直线 上 的 三 个 点 4, 8,0, 至 多 有 一 个 平面. 

Is. 如 果 直 线 上 有 两 个 不 同 的 点 4.8 在 平面 a 上, 则 直线 4 的 
每 个 点 都 在 平面 a 上. 

I7. 如 时 两 个 平面 &. 户 有 公共 点 沙 则 它们 译 少 还 有 一 个 公共 
息 吾 . 

Is. 至 少 有 四 个 点 不 在 一 平面 上 . 

Ts, 在 一 个 平面 上 的 两 条 直线 必 右 公共 点 ， 

公理 和 Ts 是 确定 几何 学 维 数 的 公理 , 根据 1， 我 们 所 研究 
的 几何 不 能 是 平面 上 的 几何 所 以 维 数 不 能 小 于 3， 而 根据 ;不 淮 
中 司 3 了 村 


说 明 这 里 几何 的 维 数 不 能 大寺 3; 因为 如 时 空间 的 维 数 大 于 3, 则 
了 不 成 立 ， 

从 公 型 Ts 可 排出 

(1) 直线 和 平面 总 有 公共 成 ; 

《2) 两 个 兴 面 总 有 公共 直线 ; 

(3) 三 个 平面 总 记 公 共 的 点 . 

人 在 卫 -5 的 荆 础 上 ， 可 以 证 明 作 为 射影 洗面 几 信 基础 的 馆 沙 格 
定理 (证 明 见 第 二 人 章 $5). 

第 开 组 ,顺序 公理 

]]. 对 于 任意 直线 上 的 任意 三 个 点 4, B,C, 2 上 存在 点 也， 
使 得 点 个 4.8 分 离 点 但 CD. 

如 果 点 全 4,B 分 离 点 侦 C、D， 则 所 有 四 个 点 4、,B、C,D 都 是 
不 同 的 . : 

II 如 果 点 偶 4.8 分 离 点 偶 CDP， 册 点 偶 互 .4 分 离 点 个 品 、 
D, 而 点 全 .DD 也 分 离 .8.， 亦 即 , 分 离 的 性 质 是 互相 的 ， 丽 下 
与 所 过 论 的 点 偶 的 顺序 无 关 . 

1Js， 对 十 直线 % 上 任意 四 个 不 同 的 点 4, 8,C,D, 总 能 有 唯一 
的 方 靶 , 把 它们 分 成 两 个 分 离 的 点 偶 . 

EL， 设 在 直线 并 上 络 了 点 4, B,C,D, EB; 如果 点 偶 0, 和 C 
五 都 分 离 点 偶 4,B, 则 点 个 D, 5 不 分 离 点 侦 4,B， 

Ils. 设 在 百 线 上 给 了 点 4, B,C,D,E; 如 果 点 俩 C,D 和 C， 
吾 都 不 分 离 点 贷 4, B, 则 点 但 DP, 也 不 分 离 点 偶 4, B. 

fie. 设 4, 8 各 ,了 是 直线 上 的 两 个 点 侦 ; 4',B 和 全 站 
是 它们 其 在 意 中 心 到 任意 直线 并 上 的 投影 ， 如果 点 侦 4,8 和 品 ， 
疾 互 相 分 高 , 则 点 价 44 ,五 和 C， 五 也 百 相 分 离 , 这 就 是 说 ， 两 个 
点 情 购 分 离 性 质 在 中 心 投影 下 是 不 变 的 ， 

在 Le 的 基础 皇 ， 可 以 给 册 乎 面 上 同一 直线 束 中 分 离 的 或 不 


二 了 


分 离 的 射线 侦 的 定义 ， 
如果 a,5 和 cd 是 通过 一 个 点 的 间 条 埋 线 ， 而 朋 w 是 任意 直 

线 , 与 a,8 和 和 cg 分 淹 相 交 在 点 4.8 和 CO,D， 则 从 公理 116， 点 候 
4,B 和 0,D 对 于 任意 选择 的 坦 线 &, 或 者 总 足 分 离 的 , 或 者 总 是 不 
分 离 的 ， 在 第 一 种 情形 个 , 我 们 就 说 直线 侦 a,5 和 oc, & 瓦 相 分 座 ， 
在 第 二 钟情 形 下 则 说 它们 不 分 高 . 

假 没 射影 室 间 褒 着 一 个 王后 切 开 了 ， 那 个 平面 我 们 称 它 为 无 
穷 远 于 面 ; 那么 在 每 条 普通 直线 上 虚 的 集 含 里 可 引进 “一 点 在 两 点 
之 间 ” 的 关 双 ， 

定义 32.1 如 果 口 . 是 一 条 普通 直线 a 上 的 无 穷 远 点 ，4, 也 
C 是 4 上 另外 三 点 , 丸 果 点 偶 0,0, 分 离 点 偶 4, B, 则 我 们 说 局 在 
4,B 之 间 . 

这 样 在 了 gs ID _， 的 基础 三 ， 就 可 将 控 去 无 穷 远 点 的 射影 直 
线 上 的 有 穷 点 排 成 顺序 ， 而 且 只 有 两 种 不 同 排 法 ， 这 两 种 排 匡 的 
颜 序 正好 相反 , 我 们 称 它 们 为 在 射影 直线 上 的 线性 顺 订 

第 开 组 , 连续 公理 ( 翼 德 念 {( 卫 eGegind) 公理) 

II, 设 e 是 任意 的 射影 直线 ， 在 一 个 点 9, 处 切 开 , 如果 把 这 
直线 上 除 0 外 多 点 分 为 两 此 , 使 得 : 

(1) 每 个 点 属于 一 个 而 且 只 属于 一 个 类 ; 

(2) 每 个 类 至 少 含有 一 个 点 ; 

(3) 在 直线 上 的 两 个 线性 顺序 的 一 个 于， 第 一 个 类 的 每 个 
点 都 在 第 二 个 类 的 每 个 点 前 面 , 那 本 或 者 第 一 个 类 里 有 善 一 个 点 ， 
它 在 这 个 类 的 所 有 其 他 的 点 后 配 ， 或 者 第 二 个 类 里 有 -- 个 点 ， 它 
在 这 个 类 的 所 有 其 他 的 点 前 曾 

简 言 之 , 对 十 翅 开 的 射影 直线 上 点 的 有 序 集合 里 , 每 个 戴 德 金 
切割 的 两 个 类 中 , 愉 好 丰 “个 美 有 边界 点 . 

三 组 公理 了 -6, 1.6 HI 构成 一 个 完整 的 公理 体系 , 在 这 基础 
=" 206" 


上 上 可 也 证 明 全 部 二 维 射 彩 儿 和 何 的 定理 ， 而 且 在 射 丸 直线 上 可 以 引 
进 翟 标 系 ， 使 得 广 控 码 无 穷 远 点 的 射影 直线 上 所 有 点 的 集合 与 所 
有 实数 的 集合 间 建 并 一 一 对 上 应 关 系 . 


8 33 公理 体系 的 三 个 基本 问题 


希 尔 伯 特 不 仅 提出 了 到 当时 为 小 基于 欧 氏 几何 的 一 组 最 令 人 
满意 的 公理 系统 ， 还 阐明 了 公理 系统 的 三 个 基本 间 题 ， 即 公理 体 
系 的 和 谐 性 ， 公 理 体 系 中 香 条 全 理 的 独立 性 ， 和 公理 体系 的 洛 备 
性 。 


33.1 公理 体 染 的 和 谐 性 

秆 并 人 竹 也 称 为 相 容 性 或 无 矛盾 性， 这 个 性 质 基 几 条 公理 能 够 
物 戌 一 组 公理 体系 的 首要 条 件 , 它 的 意 闪 很 明显 , 就 是 以 这 风 条 全 
理 为 根据 , 不 兴 推 论 到 多 远 , 沁 不 会 出 现 相 互 了 矛盾 的 命题 ， 如 某 公 
理 体系 满足 计 个 亚 求 ， 有 那么 就 称 这 个 公理 体系 有 具有 和 谐 性 ， 现 在 
把 这 个 意 多 明确 拒 规 定 如 下 : 

定义 33.1 如 果 命 题 4 的 假设 与 命题 44 的 假设 相同 , 而 命题 
吾 的 结论 与 命题 站 的 结 认 正 相 友 ， 测 称 4 为 4 的 矛盾 命题 . 因此 
池 盾 命题 是 相互 矛盾 的 . 

定 必 33.2 如 果 -- 组 公理 体系 连 问 它 的 一 切 推论 在 内 ， 不合 
有 相 孔 六 着 入 命 题 , 则 床 这 组 公理 体系 其 有 和 谐 性 . 

任何 一 组 公理 体系 , 如 果 是 有 意义 的 话 , 一 定 要 具有 和 和 谐 人 性， 
例如 在 射影 几 全 公理 系统 J-s, 了 1_s,1 以 赴 理 加 上 命题 "在 一 平 
画 上 过 直线 外 一 点 只 能 作 一 直线 与 己 知 直线 不 相交 ”和 作为 公理 , 则 
这 个 体系 束 不 县 丰 稻 谐 性 ， 固 为 这 命题 与 权 矛盾。 有 内 在 牙 盾 的 
体系 不 能 作为 任何 一 种 几何 的 推理 基础 , 
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对 于 任何 一 组 公理 体系 , 都 要 首先 考虑 它 的 和 谐 性 , 因此 就 产 
笃 了 如 何 判断 一 个 公理 体系 是 否 具 有 和 谐 性 的 问题 ， 警 如 欧 民 几 . 
何 的 公理 ,定理 合 起 来 不 止 千 条 , 而 县 新 定理 还 可 能 继续 出 现 ， 所 
以 不 可 能 用 穷 举 法 把 所 有 定理 使 来 一 一 比较 。 玉 断定 这 些 定 理 与 
公理 中 是 否 有 相互 矛盾 的 命题 存在 ， 因 此 关于 公理 体系 和 谐 性 的 
证 明 , 需要 用 新 的 方法 . 

大 们 为 了 证 明 公 理 体 系 的 和 谐 性 , 常 开 模 型 法 , 这 个 方法 的 宇 
枝 思 想 是 把 一 种 已 经 存在 的 实物 , 作为 公理 体系 的 对 象 , 把 公理 体 
系 的 对 象 问 的 英 系 解释 为 这 种 实物 间 的 - 些 具体 关系 . 王 是 抽象 
的 公理 体系 就 由 这 种 实物 和 实物 间 的 具体 关系 得 到 了 一 个 实现 . 
这 个 实现 称 为 公理 体系 的 解 其 或 午 型 ， 如 果 这 种 实物 与 实物 的 其 
体 英 系 没 有 耶 盾 , 那么 公理 体系 就 符合 称 谐 性 , 否则 公理 体系 的 矛 
盾 性 将 反映 焉 为 这 种 实物 和 宽 物 闻 具 体 共 系 的 六 逢 性 ， 所 以 抽象 
的 公理 体系 的 和 谐 性 问题 ， 是 依 千 某 种 具体 实物 所 作 的 模型 来 证 
明 的 . 

例 1 证 明 公理 了; 是 和 讨 的 , 

我 们 构造 一 个 槛 型 ， 如 图 33-1， 在 平面 上 取 定 不 共 线 三 点 
4,B,0， 另 取 点 了 ,8, 玉 分 别 与 B,0; C0, 4 4,B 共 线 并 且 4D, 
BE CF TF 下- 点 GG 

现在 规定 攻 .s 中 的 基本 对 象 与 基本 关系 是 模型 里 某 些 特定 的 
对 得 与 关系 如 下 下 ; 


公理 生 -。 的 基本 概念 在 模型 时 的 解 轰 
i | A. B, 0, D, E, F, & 
| 4GD BOE, CGF, AFB, BDO, CEA, DEF 
点 在 直 绑 上 上 丰 线 畦 入 在 表示 点 的 宇 母 
根据 以 . 止 毁 定 , 不 难 验证 公理 工 _s 都 成 立 , 因此 公理 二- 足利 
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造 的 ， 我 们 还 知道 这 个 模 玛 是 油 
是 了 3 的 包含 点 与 直线 全 数 最 少 
的 模型 (七 全 点 , 七 条 直线 )， 


DD 


图 33-1 

例 2 江上 时 Is 是 和 谐 的 , 

考虑 如 图 33-2 的 具体 事物 型 量规 定点 是 指 4, 8B, 0, 4', 8' 
CO,P,@, RC 上 个 )， 直 线 是 指 4B, BO, 0A,…( 十 笨 ), 平面 是 指 
04B,040,0B0, 4B0, 4 BC (五 个 )， 点 线 结合 美 系 ， 点 面 结 合 
关系 , 都 以 普通 总 义理 解 ， 

那么 , 水 难 验 证 ， 在 此 规定 下 ITs_;: 部 成 立 ， 于 以 于 是 J].g 的 
一 个 模型 , 因而 公理 I _s 是 和 谐 的 ， 

应 该 指出 , 这 种 用 模型 靶 证 骨 公 理 体系 满足 和 谐 性 的 方法 , 并 
没有 彻底 解决 问题 ， 而 这 个 问题 的 攻 后 解决 还 要 依 环 于 实践 。 办 
为 , 我 们 在 为 公理 体系 和 做 模型 时 , 必须 先 确 认 作 为 模型 徇 素 物 存在 
的 前 提 下 , 这 组 公理 是 和 谐 的 ， 因 此 , 这 样 证 明和 谐 性 问题 是 有 条 
件 的 , 相对 的 ， 例 如 , 我 们 可 以 在 承认 实数 的 自 术 运算 和 谐 的 前 提 
下 ， 证 明 欧 乓 几何 是 和 谐 的 ， 并 县 可 以 在 孙 认 欧 氏 几何 和 谐 的 前 
提 下 , 证 明 罗 氏 玫 何 是 和 谐 的 ， 
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33.2 公理 体系 的 独立 性 

首先 利用 “公理 体系 的 模型 * 这 个 概念 来 说 明 另 一 个 概念 的 总 
义 , 即 * 由 公理 体系 不 能 推出 基 一 个 命题 P" 的 意义 , 这 向 话 可 以 
记 作 : “= 产 > 癌 

要 证 明 “ 三 大 >P", 须 用 作 模 型 的 方法 ， 因 为 看 公 理 体系 也 的 
任何 模型 里 ,三 的 所 有 公理 者 盛 立 , 所 以 由 公理 体系 推出 的 任何 
定理 在 模型 中 也 一 定 成 立 , 即 

车 一 之 P， 则 了 在 之 的 每 个 模型 中 成 立 ， 换 各 话 说 ( 取 上 命 
十 的 反 申 语 ): | 

车 大 在 2 的 一 个 模型 ,在 上 中 不 成 立 , 则 三 : 产 > 忆 . 

由 此 可 见 , 欲 十 明 “ 人 => PP” ,只 要 设法 作出 三 的 一 个 模型 , 在 
其 中 五 不 成 立 . 

注意 : 1 “ 田 世 不 能 推出 命题 “与 ”由 没有 推出 命题 P* 意 
区 是 完全 不 同 的 ， 

2. 如 果 卫 呈 在 公理 体系 里 有 意义 的 命题 , 则 三 在 研 中 本 能 
有 三 种 情况 . 

宇 一 > P(P 在 Z 中 成 立 , 所 以 了 在 的 一 切 模型 里 成 立 , ) 
三 一己 (PP 在 芝 中 不 成 立 , 有 在 

模型 里 不 成 立 ) 
Zz=>P {P 在 三 的 其 些 模型 里 成 
立 , 在 某 些 模型 里 不 成 立 )。 
“三 = 一 > 书 ”及 “ 荆 一 >F” 的 证 明 都 是 用 演绎 莫 和 推 证 出 来 ， 
而 “人 3 二 > P" 的 证 明 须 用 作 模 型 网 方法 . 

现在 说 明 公 理 体 系 独立 性 的 意义， 所 请 公理 体系 芋 的 独立 性 
是 要 状 三 里 的 每 一 条 公理 都 呈 必 要 的 , 这 就 是 说 , 立 中 的 每 一 条 公 
理 都 不 与 其 他 的 公理 相关 ， 即 不 能 用 禄 辑 的 方法 从 三 的 其 他 公理 
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推出 。 因此， 在 这 种 祷 况 下 ， 三 就 不 可 能 去 掉 它 的 任何 -一 条 公理 
的 要 求 , 而 人 迹 保 留 疝 样 多 的 车 论 ， 所 以 独立 性 问题 , 也 就 是 在 保留 
同伴 多 的 推 沦 的 前 提 下 , 公理 体系 所 含 公理 的 最 少 个 数 问题 . 

设 公理 体系 世 包 含有 条 公理 , 记 作 三， 和 ,一 
般 来 说 , 这 个 公理 的 沈 序 是 排 好 了 的 ,不 能 任意 变更 , (如 在 公理 
体系 I-~II 中 , III 不 能 移 作 第 一 组 公理 , 四 元 结 人 台 , 捧 序 概念 作 淮 
备 , 它 本 身 齿 无 意 双 了) 这 样 美 于 公理 体系 齐 独立 性 有 两 种 含意 . 

定 兴 33.3 如 果 公 理 际 系 工 兰 14，4a 4 中 的 某 个 公理 
C1 各 8) 不 能 由 前 面 i 一 1 个 公理 41, 4 …', 4;_1 推测， 则 称 
4 在 之 中 是 顺序 独立 的 ; 如 果 4; 不 能 由 辫 的 所 有 其 剑 4 一 1 个 公 
还 4 4 4 4 推出 ， 则 称 4; 在 宇 中 是 绝对 独立 
的 , 如 果 三 中 每 个 公理 都 是 师 序 独立 的 , 则 称 三 是 师 序 儿 立 的 ; 如 
时 之 中 每 个 公理 都 是 绝对 独立 的 , 则 称 三 是 绝对 独立 的 ， 

显然 , 比较 两 种 独 并 性 的 含 将, 我 们 看 到 绝对 独立 性 隐 含 着 头 
序 独 立 性 . 

如 他 证 明 4; 在 王 中 是 独立 的 呢 。 邵 果 存在 一 个 模型 五， 在 
其 中 4,45, 有 4 4 不 成 立 , 则 

EAL 4 4 
这 就 是 说 , 如 时 公理 体 欠 
dd 

荆 和 雍 的 , 则 4; 在 三 中 是 绝对 独 六 的 ， 

甘于 公理 的 顺序 独立 可 以 作出 类 似 的 结论 . 

因此 , 如 果 公 理 之 中 有 4 条 公理 ， 要 证 明 瑟 的 独 科 性 , 就 需要 
作 上 出 ”个 裤 型 。 


33.3 公理 体系 的 完备 性 


对 于 公理 体系 完备 性 徇 意 义 , 有 两 种 不 同 的 意义 : 
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(1) 完备 性 的 意义 ， 指 的 是 满足 公 更 系统 的 对 象 已 经 组 成 了 
最 广义 的 集合 , 不 允许 再 加 入 共 他 新 元 素 . 

(2) 完备 性 的 意义 水 是 对 公理 的 对 象 要 求 的 ， 而 是 指 公理 体 
系 自 身 ; 就 是 说 , 如 果 公 理 体 系 基 完备 的 ， 闭 么 我 们 就 不 能 够 把 新 
的 公理 增加 到 这 个 体系 中 去 , 使 之 成 为 一 个 扩大 了 的 公理 体系 , 

第 一 种 说 著 是 项 尔 伯 特 在 他 提名 著 “ 儿 何 基础 "里 给 出 的 ， 在 
他 揭 欧 几 里 得 几何 公理 体系 中 ， 关 于 结合 公理 ,顺序 公理 ,合同 公 
理 以 及 平行 公理 都 与 一 般 所 说 的 相隔 。 关 于 连续 公理 ， 第 一 个 仍 
是 阿 基 米 德 公理 ， 但 是 对 于 第 二 个 ， 和 希 尔 伯 特 没 右 采 用 康 托 儿 公 
理 , 而 是 采用 下 面 的 线性 完备 公理 ， 

线性 完备 公理 : 次 线 上 的 点 , 形成 这 样 的 系统 , 当 所 有 其 余 公 
理 都 成 立 的 条 件 下 , 不 允许 有 任 伺 的 扩充 , 使 得 扩充 了 以 后 的 点 的 
系统 , 仍然 成 立 这 五 组 公理 , 

根据 这 个 公理 ， 可 以 征明 : 平面 上 直线 的 系统 起 不 允许 有 所 
扩充 , 区 为 如 果 存 在 新 的 直线 , 则 入 据 结 合 公理 ， 就 一 定 会 有 新 的 
点 , 这 与 线性 完备 公理 矛盾 ， 

在 这 种 意 交 之 下 , 可 以 证 明 欧 氏 几 何 ,罗氏 几何 以 及 射影 几何 
痢 公 理 体系 都 关 完 备 的 . 

现在 说 明 公理 体系 完备 性 的 第 二 种 说 著 ， 它 的 意 交 不 是 对 公 
理 的 对 象 要 求 的 , 而 是 指 公理 体系 本 身 ， 就 是 说 , 如 果 公 理 体系 是 
完备 的 , 那么 就 不 能 再 增加 新 的 公理 到 这 个 体系 中 去 , 使 之 成 为 一 
个 更 细致 的 公理 体系 . 

定 久 33,4 如果 对 菜 一 个 公理 体系 的 两 个 模型 开 与 政 ' 之 
闻 , 建立 了 对 象 与 对 象 间 的 一 一 对 庶 ， 并 且 使 得 下 中 的 对 象 间 的 
一 些 英 系 存在 歼 ' 中 对 应 对 象 间 的 对 应 甘 系 , 那么 这 两 个 模型 称 为 
同 构 的 . 

定义 33.5 和 如果 某 一 个 公理 体系 的 所 有 模型 都 是 相互 同 构 
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的 , 则 这 个 公理 体系 岂 散 完备 的 体系 . 
现在 来 分 析 一 下 这 个 定义 ， 它 一 方面 包含 子 希 尔 信 特 的 完备 
意义 , 即 元 素 对 象 不 允许 扩充 , 另 一 方面 也 和 包含 了 公理 体系 不 能 扩 
充 的 意义 ， 警 如 公理 体系 有 一 个 模型 歼 ， 假 设 对 这 个 模型 允许 希 
尔 伯 特意 义 的 扩充 ,如 可 以 加 和 新 的 对 象 使 成 为 模 理财 , 则 于 与 
2 之 间 显然 不 能 有 对 象 间 的 一 一 对 应 ， 这 就 是 说 , 公理 体系 如 果 
用 和希 尔 怕 转 的 意义 来 说 是 不 完备 的 ， 那 么 用 上 面 的 定义 来 解释 仍 
是 不 完备 的 . 
再 来 看 允许 添加 新 的 公理 时 的 情况 : 

假设 一 个 公理 体系 了， 充 许 加 入 一 个 与 殖 巾 的 公理 独立 的 公 
理 4 使 三 4 成 为 一 个 无 矛盾 的 扩大 了 的 公理 体系 ， 则 症 4 必 
有 一 个 模型 形 , 则 下 也 是 号 的 模型 。 另 一 方面 ,因为 4 有 独立 性 ， 
则 王 十 也 也 是 无 矛 后 的 系统 ，( 其 中 开 是 44 的 矛盾 命题), 设 开 ' 是 
三 二 互 的 楼 型, 则 闻 ' 也 是 三 的 模型 . 

这 样 公理 体系 卫 就 有 两 种 不 同 的 模型 到 与 型 '， 它 们 显然 不 
是 同 构 的 ， 

关 王 欧 氏 几何 有 以 下 定理 : 

定理 33. 1 欧 氏 几何 公理 体系 是 完备 的 。 

这 和 需要 让 明 欧 氏 几 何 公理 体系 的 任何 模型 都 与 引进 第 卡 儿 华 
标的 平面 上 的 欧 氏 儿 创 司 构 ， 我 们 不 在 这 里 写 册 了， 类似 地 可 以 
哆 定 罗氏 几何 以 及 射影 几何 的 完备 性 ， 

本 节 简单 介绍 了 公理 体系 的 三 个 基本 问题 ， 共 中 和 谐 性 对 任 
何 体系 都 是 必须 的 , 但 独立 位 与 完备 性 都 不 是 必需 的 , 数学 中 有 许 
多 重要 的 公理 体系 (例如 代数 里 群 的 公理 )， 正 是 因为 不 具有 完备 
性 , 才 有 各 种 不 同 构 的 错 型 , 从 而 显示 出 广泛 的 应 用 . 
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§ 34 射影 六 何 公理 体系 的 和 谐 性 


这 一 节 里 ， 我 们 是 在 了 隶 认 欧 氏 正体 公理 体系 讲 是 和 谐 性 的 前 
担 下 , 证 明 射 形 放 何 公 理 体 系 是 和 谐 的 ， 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 仅 就 射影 几何 公 表 .3,9，1T1_s，IIIT 末 
研究 , 在 欧 氏 空间 里 作 人 重型 

加 图 33-3 取 以 日 为 中 心 以 及 为 于 径 的 于 个 球 匣 了 ,我 们 把 球 
面 上 的 对 径 点 如 4, 4 和 ,BB',… 和 看 作 一 个 点 ,并 作 各 下 虎 定 : 


图 33-3 于 33-4 

(1) 射影 平面 即 欧 氏 半 际 而 三. 

(2) 射影 平面 上 的 点 即 半 奈 面 瑟 上 的 点 〈 对 径 点 看 作 一 个 
点 )， 

《3) 射影 平面 上 的 直线 邯 半 球 而 了 上 的 大 图 泪 ， 

(4) 点 在 二 线 上 ,基点 企 大 测 弧 上 . 

($5) 点 在 平面 上, 期 点 本 从 球面 了 上 ， 

《6)》 点 偶 避 .有 分 府 点 个 4, B38( 记 作 48-:-0D), 寻 对 同一 大国 
弛 上 四 点 4,B.C.D, 射线 OC,DD 之 一 位 于 408B 内 部 ， 男 一 条 
拉 于 三 408 外 部 . 《如 图 33- 人， 

点 偶 C, 加 不 分 离 点 惕 4B( 记 作 48:.0D})， 即 同一 大 圆 叉 上 
四 点 4,B,C、D, 其 中 射 色 0C,0D 均 在 和 405 内 部 或 均 在 二 40 有 
外 部 (如 图 33-5)。 
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图 33-5-1 图 33-5.-2 

可 以 验证 , 在 以 上 规定 下 , 公理 Ti so ie TI 部 戌 立 ， 

先 赴 5,6: 

因为 在 欧 氏 儿 林 中 ,过 球面 上 两 个 非 对 径 点 能 作 一 个 大 罗 ,所 
以 荆 号 六 ,而且 这样 的 大 国 具 有 一 个 ， 因此 I 了 世 成 立 。 在握 个 大 
圆 泊 上 存在 光 穷 多 个 点 , 当然 存在 王 个 点 , 而且 有 三 个 点 不 在 回 一 
个 大 辐 弧 上 【当然 站 之 上 不 在 同一 个 太 贺 怠 上 的 点 很 多 ， 不 上 只 三 
个 )， 所 以 了.s 成 位 ， 再 者 球 画 十 的 大 贺 都 相交 于 两 个 对 笃 虚 , 而 
我 们 已 规定 对 径 点 当 作 一 个 点 , 所 以 fs 成 立 ， 

再 看 Is: 

对 于 半 太 加 强 ww 上 的 任意 三 个 点 4.8、C, 有 两 种 情况 ; 

(1) 0OC 在 一 .408 内部， 出 在 二 408 外 部 任 作 圣旨 0D, 交 
于 也. 

(2) OC 在 一 408 外 部 , 则 在 一 405 内 部 任 作 射线 口 疡 , 兖 旬 
于 卫 . 

无 论 {1) 或 (2), 总 有 CD， 再 4、B,C、D 为 不 同 的 点 ， 所 
以 呈 ; 成 并， 

证 然 如 时 4 二 CD 了 时 ， 必 有 B42-0D 日 CD 二 A4B， 所 以 IL 
成 立 . 

用 炎 候 的 方法 , 不 难 验证 IE_s 也 成 立 ， 

在 葬 下 里 得 几何 中 , 贺 强 是 满足 连续 公理 ( 载 德 金 公理 ) 的 , 所 
以 在 模型 写 上 组 JI 即 连 普 公 理 成 立 。 
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因此 在 葡 氏 空间 所 作 的 这 个 岳 型 符合 射影 几何 公理 工 -ss， 
1 _e, III 的 一 切 要 求 ， 这 就 是 说 ， 在 欧 几 里 得 几何 无 矛盾 的 前 提 
下 , 我 们 伟 明 了 射影 几何 的 公理 五 .3, s, II_e II 无 矛盾 ， 

但 公理 了 ,9, Te TII 作为 平面 射影 几何 公理 体系 是 不 够 
的 , 因为 在 这 个 基础 上 不 能 证 明 笛 沙 格 定理 成 立 , 实际 上 在 没有 合 
周公 理 的 前 提 下 , 第 沙 格 定 理 只 有 让 空间 射影 几何 里 才能 证 明 , 因 
此 仅 记 平 面 射 影 上 几何 而 言 必 须 增加 笛 沙 格 定理 作为 公理 ， 在 这 个 
基础 上 可 以 引进 一 种 线段 算计 , 从 而 建立 一 个 笛 沙 将 数 系 , 于 利用 
数 系 无 节 盾 ， 证 明 射 影 平面 几何 无 耶 盾 ， 肯 革 这 卢 面 的 论证 读者 
可 参考 口 . 项 泉 伯 特 落 : 玫 何 基础 第 一 册 第 五 牵 ， 
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第 八 章 ” 非 欧 几何 学 概要 


在 第 四 齐 里 普通 过 变换 群 的 观点 说 明 射 影 几 何 与 其 他 几 御 疙 
何 的 美 系 ， 杯 齐 是 在 复 射 影 平 面 上 利用 射影 测度 的 吴 念 建立 射影 
几何 的 各 种 子 几 何 ， 主 要 目的 是 引进 非 欧 几何 学 ， 从 这 里 我 们 可 
以 给 出 欧 氏 几何 学 号 非 欧 用 何 学 的 卉 型 . 

在 本 章 我 们 不 是 用 公理 法 的 观点 米 讨 论 非 欧 几何 学 ， 而 是 简 
单 地 介绍 在 变换 群 观点 下 ， 身 影 平面 上 的 非 欧 几 和 何 模型 ， 我 们 主 
要 讨论 罗 针 儿 何 学 的 克 莱 因 - 饥 菜 {Klein-Cayley) 的 射影 儿 何 
壤 型 , 


§35 射影 测度 


在 欧 开 几何 学 中 有 两 个 基本 唱和 需要 测量 ， 即 两 点 间 的 距离 和 
两 直线 癌 的 来 角 . 

现在 我 们 米 定 关 射影 测度 . 

很 据 近 格 儿 定理 (定理 28. 4), 我 们 将 加 环 态 1 J 看 作 进化 二 
级 曲线 , 就 可 以 作 以 下 推广 . 

在 平面 内 了 玫 定 一 个 非 退 化 二 级 曲线 ， 另 选 定 一 个 常数 CF 
区 0)， 从 任意 二 直线 qa,8 的 交点 
作 这 个 二 级 曲线 的 切线 $4 {图 


35-1), 则 
wn, bp})—=Ekln(abd,. pa) " 

是 二 直线 ae 六 的 国 数 ， 且 有 以 下 了 

性 质 : 1 
{3) efe 的 一 0 b 
(2) wha)=—wla,b)y (a6) 图 35-1 
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£3) ou, 8) 4 oath, cc) wta, cy 
其 中 直线 a,5,c 相交 于 一 点 . 

内 于 滞 数 wta,5) 可 由 二 直线 es， 畔 一 的 ( 除 符号 外 ) 确 定 而 
且 适 舍 上 述 基 条 性质 ， 国 此 可 引入 以 下 定 艾 : 

定义 35.1 示 数 ofz，8) 称 为 一 直线 G 与 已 所 成 角 ( 或 灾 角 ) 
的 射影 袖 度 ， 预 先 到 定 的 赣 退 化 二 级 曲线 则 做 这 测 嵌 的 绝对 形 .上 
称 为 测度 系数 . 

对 侦 地 ， 我 们 可 规 吕 定 两 点 距离 的 射影 型 座 . 在 平面 内 取 定 一 
个 非 退 化 江 阶 曲线 ， 另 取 定 一 个 常数 8 关 D0)， 设 任意 点 4， 
8 的 连 线 与 二 阶 曲 线 奖 点 为 了. @: 图 35-2)， 则 4 B}y= klntAB, 
P9) 是 二 点 4, 吾 的 函数 , 瓦 有 以下 性 质 : 

(1} dtd, A)=0 

(2) dtB, A)=:—4d(A, BY(AAB) 

(3) gCA, B)-F dtB, CD -d(C 4, CO) 
其 中 三 点 4, B, 0 切线 . 图 ”535-8 

由 于 茹 数 ZC4, BB) 可 由 二 点 4B 隐 一 地 ( 除 符 号 外 } 确 定 ， 而 
且 适 售 上 述 三 条 性 质 . 因此 可 引 人 以 下 定 广 : 

定 允 35.2 国 数 4, 呈 ) 称 为 二 点 4 与 瑟 间 的 上 距离 的 射影 渊 
冬 。 预 先 取 定 的 非 退 化 一 阶 磺 线 叫 桥 这 测度 的 绝对 形 ， 天 称 为 测 
度 系 数 . 

不 淮 证 明 下 列 定 理 

定理 33.1 如果- 二 直线 的 灾 点 在 绝对 形 上 ， 则 它们 的 交角 的 
射影 测度 等 于 零 . 

定理 35.2 平 画 上 任何 点 与 缀 对 形 上 任何 点 距离 的 射影 测 
埃 为 oe. 

由 定理 35.2 可 知 作 为 暂 对 形 的 二 阶 曲 线 与 无 窃 远 直线 
相当 ， 
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下 面 求 出 两 点 上 距 岗 的 射影 铀 度 (射影 距离 )。 
刘 二 阶 册 线 方 程 为 
8= Saiza=0 (ay=a), |asl#0 
和 了 = 上 
本 [及 的 力 可 (3 2 88) 为 平面 上 的 两 全 有 所， 
则 折线 4B 与 - 阶 男 线 之 允 虑 了 盘 之 全 标 可 以 写 为 p31 二 
Yi Aziti =1,2, 3). 
由 于 P,8 在 二 和 馆 出 线 二 ,所 议 
科 
之 Oi A CY 257) =0 


ts =1 


即 Diag, #22 = 三 :ii zi 十 让 Sa, 了 2;23=0 
了 了 = 下 1 i.3=1 
pa | 
Did — ZI Syy= 0 《35. 1) 
解 此 方程 得 : 
A= 3 ti SS — 8 (35. 2) 
| Ss 畏 


令 两 个 根 为 凡 , 4, 即 P, 昌 的 坐标 分 别 鸭 如一 人 2;, 9 一 42zi(i 二 1， 
2,3)。 所 以 


-六 二 SS S2 
本 再 PO : 1 ys dys, 35. 3) 
( . ©) 2 Su ivS, 2 一 应 ?= 


田 此 得 到 射影 距离 公式 为 


dAB) = -ne 二 PV Nee Sa 
-一 下 td md 


.Dhln 人 i/ Ei (35. 4 


类 要 节 可 以 求 出 炎 角 的 射影 栅 度 (射影 昔 度 ) 的 表达 式 。 
2A49 。 


设 二 级 基线 的 方程 是 T= > GM = O00 j= 1) Wie 
0, 一 直线 全 五 的 举 标 涛 [a ds, < [#1, b,, badl, 
由 49,8 二 直线 的 变 点 作 二 级 明 线 的 切线 7, 9， 则 8, 8 的 友 标 
为 pi 一 而 一 48: (1 二 1,2,3), 设 
号 
了 wa = DD) gig;as, Tas = Fi aa, $6; 
让 = 


ri=1 


a 
Pi, = > Od Ds 


.2=1 


则 A Tiv TT TE, 
Ts 


以 4 震 示 这 两 个 根 ， 则 8, 9 的 坐标 是 8 一 8， 一 A 
外 二 1, 2,3)，、 因 此 


(08, pq) 4 | Tap ' tiv TT 


To i TT PY, 


Tas 一 
所 所 age 玖 一 弛 la 一 3 Ta, {35.5) 


射影 测度 是 锯 菜 于 1859 年 首先 建立 的 , 后 来 克 莱 因 发 现 它 对 
于 了 解 非 欧 几 何 学 非常 重要 二 阶 曲 线 有 实 虚 黄种 情况 , 若 绝 对 形 
为 实 二 阶 直线 , 则 可 以 构成 罗氏 几何 ， 若 绝对 形 为 虑 二 和 阶 曲 线 , 旭 
可 以 构成 黎 氏 几何 学 , 这 两 种 几何 合 称 为 非 欧 儿 何 学 , 这 样 非 欧 几 
何 就 可 以 从 射影 测 产 的 概念 导出， 然而 身影 测度 是 用 交 比 概念 定 
义 的 ， 它 属 十 射影 性 盾 ， 因 此 可 以 认为 非 欧 几何 能 从 射影 几何 
导出 ， 


§36 双 曲 运动 群 和 梢 加 运动 群 


36.1 自 向 宰 群 


如 有 果 和 任意 给 定 的 空间 5 和 该 室 间 到 自 奥 的 菜 变 次 群 中 的 一 
"250+ 


个 变换 9, 把 空间 好 中 的 一 个 点 集 世 变换 到 己 自 身 ， 我 们 称 9 是 关 
于 如 的 自 同 构 变 换 , 战 简称 汐 关 于 如 的 自 风 构 ， 

准 变 斤 群 吾 的 随 个 恋 换 gi, 9; 部 是 关于 局 的 自 辐 构 , 则 其 乘积 
9..9s 也 是 关于 如 的 到 闻 构 , 诉 且 如 果 g 是 品 的 一 个 自问 构 , 则 上 
也 是 己 的 睛 同 称 ， 闲 此 变换 群 和 中 尖 于 如 的 睛 同 构 变换 全 体 构 成 
一 个 变换 群 , 称 为 光 于 习 的 埋 同 构 群 , 人 是 有 的 子 寿 ， 

例 刀 在 射影 平 耻 上 任 取 一 直线 称 它 为 无 旁 和 于 直线 记 为 二， 则 
射影 平面 保生 5 不 变 的 自问 构 射影 变换 构成 二 维 射影 类 的 子 群 ， 
即 仿 射 实 换 群 . 


36.2 双 曲 送 动 群 和 椭圆 运动 群 

在 射影 平面 上 取 定 一 条 非 退 化 的 实 二 阶 曲线 丰 取 天 的 一 个 自 
极 三 点 形 为 坐标 三 点 形 时 ， 由 $24 知 二 和 阶 曲线 的 方程 是 后 十 开 一 
和 粒 = 0。 有 平面 上 关于 睹 的 自 吏 构 变 换 也 构成 射影 安 换 群 的 子 群 . 

一 条 实 的 二 阶 曲线 科 十 妈 一 夸 二 0 拒 射 影 平面 分 为 两 个 区 域 ， 
几 是 满 是 条件 :2 二 如 一 <0 的 点 称 为 内 点 ， 而 满足 条 件 #1 十 
对 一 人 0 的 点 则 称 为 外 点 . 

我 们 把 甘于 实 .: 阶 蜂 线 卡 的 自 同 构 变 换 称 为 双 曲 射影 运动 ， 
而 这 条 与 双 曲 射影 运动 关联 的 非 进 化 二 了 曲线 称 为 绝对 从， 

具有 公共 绝对 形 的 双 曲 射影 运动 的 全 体 移 成 射影 谈 换 群 的 子 
群 , 称 为 双 曲 运动 群 , 研究 双关 运动 群 下 的 不 变性 质 与 不 变量 的 几 
何 称 为 双 曙 几何 ， 

如 果 避 是 一 条 虚 二 阶 申 织 对 十 验 十 器 = 一 0， 则 也 存在 甘于 考 的 
自 后 构 , 问 寺 把 在 一 已 知 点 变 到 任意 指定 位 置 去 , 但 这 时 关于 于 无 
所 谓 内 点 与 外 点 之 分 了 . 

我 们 把 关于 非 直 化 虚 二 别 西 线 的 自问 构 称 为 椭 加 射影 运动 ， 
这 时 的 绝对 形 就 是 取 定 的 非 蚌 化 虚 二 防 曲 线 ， 有 具有 公共 绝对 形 的 

* 251 8 


椭 辑 射影 运动 的 爹 体 构成 一 个 椭 吕 运动 群 ， 它 由 是 射影 蛮 锦 群 的 
子 群 , 研究 椭 回 运动 群 下 不 变性 质 与 不 变量 的 几何 称 为 桶 图 几何， 


§ 37 罗氏 几何 的 克 荣 因 模 型 

在 $31 里 曾 担 到 罗氏 几何 ,这 种 几何 是 把 欧 氏 风 何 的 平行 公 
理 改 为 以 下 命题. 

罗氏 平行 公理 : 通过 已 知 直线 外 一 已 知 点 存在 两 可 线 与 法 直 
线 共 面 不 相交 - 

欧 氏 扩 何 的 其 余 公 理 保 持 不 变 ， 罗氏 岂 何 是 菲 欧 具体 的 
一 种 . 

1871 年 克 业 因 利用 山菜 所 创立 的 射影 测 度 的 概念 来 说 明 非 
欧 儿 何 学 , 构成 了 罗氏 几何 的 克 荣 园 模 型 , 现在 说 明 这 个 模型. 

在 射影 平面 上 取 定 一 条 实 非 退 化 一 阶 曲线 全 2f 十 x 一 太一 0 
为 绝对 形 ， 我 们 规定 绝对 形 三 内 部 的 点 叫做 双 则 点 ,绝对 形 环 的 
纺 叫 人 艇 双 曲 直线 , 因为 忆 上 的 点 不 算 作 双 曲 几何 的 点 ， 所 以 双 曲 
直线 是 开 的 (没有 端点 ). 

报 据 以 上 规定 , 任意 两 个 双 曲 点 决定 唯一 一 条 双 估 直线 . 

对 于 两 条 双 曲 线段 4B 和 4'B', 如 果 存 在 着 基 王 厂 的 自问 构 
把 4B 恋 荫 4'B’' 时 , 则 称 4B 三 A'B". 

同 理 对 于 两 个 双 昌 和 角 一 (iu 1s)， 过 (11, 区 ， 如 果 存 在 着 关于 
矿 的 自 疗 构 把 之 (11,，72) 变 到 过 (Lf，7 允 去 时 ， 则 称 之 (4, 145) = 
上 (1, 7 (如 图 37-1). 

现在 进一步 研究 在 双 曲 几何 中 , 罗氏 平行 公理 是 否 成 立 , 因为 
这 时 过 已 知 直线 外 一 点 亚 可 以 作 无 数 多 条 直线 与 不 相交 , 我 
们 定 文 相 交 于 绝对 形 上 的 点 ( 称 为 无 穷 远 点 ) 的 两 条 直线 称 为 平行 
线 ,因此 过 型 与 平行 的 直线 怡 有 两 条 , 即 到 C，MD( 图 37-2). 

由 定理 35.2 可 得 考 到 恕 或 开 到 加 的 距 岗 都 是 无 穷 大 量 ， 生 
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人 


图 37-1 


由 定理 35.1 可 知 一 CPP 和 CD 的 射影 测度 邦和 竺 于 党， 

根据 前 面 的 讨论 可 以 得 山 结 论 : 在 射影 平面 上 的 实 绝 对 形 的 
内 部 定 允 了 射影 测度 以 后 ,就 妇 交 了 胃 馆 切 夫 斯 基 凡 何 的 模型 , 这 
全 寞 型 就 是 罗氏 几何 的 身影 几何 模型 , 称 为 克 莱 因 模 现 ,因此 可 以 
说 , 我 公所 定义 的 驱 曲 并 何 就 是 罗氏 几何， 

以 下 我 们 在 克 芋 央 模 型 上 计算 三 角形 三 内 角 之 和 , 

从 并 扣 引 直线 二 的 改线 班 蝇 (图 37-2),， 了 HMC 和 人 HMD 
称 为 平行 角 . 我 们 可 以 征明 人 HNC= 人 BWHD 是 距 启 MH=2 
和 的 东 数 , 我 们 用 = 二 6tp) 表示 平行 角 。 

如 果 两 直线 中 交点 在 六 内 部 ， 则 自 交 点 所 作 六 之 雪线 为 
虚 坦 线 , 所 以 (35. 6) 中 的 Toe Ths 一 了 73> 从 而 (35.5) 之 右边 为 厌 


数 ,但 ofa, 5) = 为 实数 ,天 在 (35.5) 中 取 =: 专 ， 这 时 


了 十 让 
Po, b)= iln So 2 
~ TooTss 


了 au 十 iv Ta Tn Ts 


所 以 Br= 


~ TaaT,, ? 
一 
AAA 
Ts 
因此 名 Og 全 一 ei 宙 


2 


一 人 了 ao ie 一 在 sa 


Sin = 


ToaT,, 
结论 ， 设 交 干 广内 部 之 二 直线 a, 8 之 交角 为 P， 则 cos 见 一 
To 
~ Tass 


因为 六 的 方程 汐 呈 十 蚂 一 明王 0, 所 以 这 里 的 人 so 二 qf 十 42 一 
qz, To, = bi Gad 2 dabas Ty -bi 十 硬 一 六 


特别 地 当 a]5， 即 9 一 忆 时 ， Ts, =0, 


其 次 , 设 4,B 为 厂 内 两 点 , 4, BB 连 线 与 站 交 于 P,Q, 财 为 P、 
昌都 是 实感 ， 所 以 (35, 4) 中 Sy55s 一 SI3:<<0， 叉 dU(4B) 为 实数 ， 


故此 值 必须 是 实数 , 设 = 吕 ,a 是 实数 ， 则 


dd AB) wn St i Sy Sys 


SA 
共 此 得 出 
号 3 + i Sy — Ss z 
一 
本 大 
2 4d Sy -Nes 
~ Sys 
于 是 
可 上 < Ss 
cosh— (er 十 e $= "ES § 
人 
Sinh- 一 三 一 (es 一 上 *}=— 上 
& 2 Dy ss 
a _ VBI, Sm, 站 
i 37. 1 
或 tanh = 人 《 了 
潜 中 


Syr— yi YY, Sys Yi21 + Fas — Vaxa 
* D344 


六 :一 3 十 3 一 人 

aa 是 测度 单位 

现在 我 们 计算 平行 角 5, 如 图 37-2, 取 直 线 ?为 坐标 三 角形 的 
一 边 , 设 其 方程 为 了 1 二 0, 天 点 的 坐标 为 Cm ma m9), 绝对 形 栈 之 
方程 为 对 于 驻 一 下 一 0， 这 时 了 之 最 点 之 笃 标 为 (1,0，0)， 直 线 
型 五 上 7 ， 所 以 并 和 应 过 了 之 极点 (1,0,0)， 因 此 形 五 之 方程 为 
六 za 一 次 sg 它 和 之 交点 豆 之 坐标 为 (0 ms, m3), 这 时 

Sy = 十 1m 一 


所 二 


疡 ，。 


_V— 人 入 |] 
一 一 人 【37. 2) 


因为 了 上 之 方程 为 和 一 0 所 以 它 与 个 之 问 点 为 (0,1， 呈 和 (0， 
1, 一 1)， 取 避 之 坐标 为 (00, 1，1)， 则 于 DD 之 方程 为 (rms 一 14) 一 
mze 十 01X90, 所 以 玉 斑 之 线 级 标 为 [ma 一 次 2 一 本 ,各 型 吾 之 
坐 练 为 L0, ma 一 mj, 现在 计算 于 已 MBH 之 来 前 本 因为 


了 了。 一 生生 — mi, Ts — (Cn — a), Ts mm — ma) 


所 以 


了 3 


cos 机 一 一 7 导 二 一 一 
AT 四 vm 


由 (37. 2) 得 


加 LA 2 
Cos0 = ma mi tankh 
1 一 tanh 卫 
1 1 -cosd 三 
所 以 tanl d= Vv 3 
2 1+ eoso 1 十 fanh -一 
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因此 6- atan-1(e-) 图 37-3 

同 理 可 得 。 6= HMC:=2tan-!i(e *) 

从 此 可 看 出 ; 了 只 有 当 p->0 时 ,全 -下 ， 即 5 可 , 而 当 2 取 非 
零 有 限 值 时 6=6(?) 一 瑟 。 

现在 我 们 计算 三 角形 三 内 角 之 和 , 先 看 直角 三 角形 对 忆 N, 当 
NW 由 C 称 疝 囊 时 , 入 和 NH 由 0 连续 增 如 到 于 ， 同 时 人 NH 由 


5(2) 过 续 减少 到 0. 但 央 5(2) < 本 ， 所 以 当 交 由 好 移 向 瑟 时 ， 


一 MN 连 续 增 加 的 幅度 ( 0, 如 于) 类 于 CN 对 吾 连续 减少 的 幅度 


(8tp), 0),， 其 结果 是 直角 三 角 拱 六 并 吾 的 办 前 和 连续 地 增加 ， 冯 
VN 重合 于 CC 时 , 入 NWMB 就 是 AQWHH, 它 的 内 和 角 和 六 : 


0 FO(p) T+ LCHM<3+ 吾 = 
当 NW 重合 于 五 时 入 入 UH 变 成 类 条 重合 直线 寻 且 ， 在 这 极 
腿 情 况 下 其 内 角 和 等 和子 
A 
因此 当 W 点 由 鼠 移 向 吾 了 时 , 和 ANMYE 的 内 角 和 由 小 于 zz 连续 地 增 


加 到 a“， 信 被 了 情况 下 的 内 全 分 各 织 不 能 外 在 久 二 角形 ， 所 六 
。256。 


绝对 形 六 内 任何 一 个 直角 三 角形 的 三 内 前 之 积 小 于 式 。 

因为 任何 三 角形 可 以 看 作 是 由 两 个 直角 三 角形 拼 成 的 ， 所 以 
夏 内 任何 一 个 三 角形 的 三 内 和 角 之 和 小 于 工 . 

以 上 我 们 在 克 莱 困 模 歼 取证 明了 罗氏 几何 的 一 些 食 题 《并 未 
验证 罗氏 几何 的 全 部 公理 ), 由 此 看 到 罗氏 几何 与 欧 氏 几何 有 很 大 
不 同 ， 在 罗氏 几何 里 过 一 点 可 以 引 无 穷 多 坦 线 与 已 知 直线 共 洛 不 
相 弯 ， 其 中 有 两 条 是 已 知 直 线 的 平行 线 ; 三 角形 的 内 向 和 小 于 = 
当然 述 可 以 在 这 个 模型 里 讨论 罗氏 几 知 的 其 他 命题 . 


$ 38 歼 受 几何 的 模型 


当 我 们 俯 非 退化 的 虞 二 阶 曲线 为 绝对 形 ， 在 射影 平面 上 取 前 
面 的 射影 测度 , 则 这 时 的 射影 平面 由 于 其 上 任意 两 直线 均 相交 , 因 
此 构成 了 黎 曼 几何 的 一 种 模型 一、 


下 面具 作 简 略 介绍 ， 7 
这 时 绝对 形 的 方程 可 5 为 AAAT ”1/ 


2 二 四 村 
- Fi 


我 们 规定 以 射影 平面 上 的 点 为 点 ， 六 -一 
直线 为 直线 ， 仍 到 前 面 的 身影 调 图 38-1 
度 , 就 可 以 构成 黎 曼 几何 学 (或 称 椭圆 几何 学 ). 
因为 二 次 其 线 是 碰 的 ， 所 以 任 兽 两 点 A(g, 92, 496)，BCz, zs 
zs) 的 连 线 和 它 的 交点 P,9 也 是 虚 的 ， 又 P, 昌之 灌 标 分 别 可 二 为 
Fi 一 A223) 其 中 四 ,4 是 基 蜀 辜 数 ， 为 了 使 


4,8 两 点 问 的 中 内 是 实数 ,我 们 在 (35. 4) 中 取 = 区 则 


Ss i Sud Si 
UAB) =igln— ceo 
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所 以 


gi Sntiv Sd Sra 


/SurSs 
i Ss — i Syy Sss— NY, 
谍 一 ee 
~ Sys ss 
因此 
Sy 
Gg Sy 


我 们 取 和 为 定点 ， 8 为 动 点 ， 妆 B 与 4 重合 时 Sy = ,= Sys, 
cos 上 ==1， 因 而 4=0， 当 刀 移 动 到 4 点 的 极 线 上 时 ，S;: 一 0， 这 


时 cos 0. dd c 蕊 ， 所 以 4 点 到 它 的 极 线 上 的 点 之 阅 


的 距离 等 于 qa 了， 当 马 点 继续 远离 到 与 4 点 的 距离 等 于 or 时， 


中 1 
eos =1, 这 时 Syy Ss = Sy 因此 e i=e'，, 所 以 2 一 小 也 就 是 


说 雪 点 又 回 到 了 4 点 的 位 置 . 

以 上 说 明了 在 这 个 模型 里 , 不 存在 无 限 远 点 , 不 在 在 不 相交 的 
直线 , 所 以 过 直线 外 的 点 不 存在 与 已 知 直 线 平行 的 直线 . 

同样 , 因为 二 次 曲线 是 虚 的 , 所 以 由 二 直线 aa 的 交点 所 引 的 
两 条 切线 ,4 也 是 虚 的 , 为 了 使 得 9,8 二 直线 问 的 角度 是 实数 , 所 


以 我 们 在 (35. 5) 内 取 二 := 则 


Tes 广 i Ta To — Te, 


#=o(n, 8) = iln ~ 
旦 BB 


所 以 


-Ta 一 人 2 
AAA 


e 


ei Fos— tw TaaT ss— 2 
VToaaT,, 


因此 


cngs 自 二 Te 5 
ToaTss 


当 Ts 一 0 时 , 也 就 是 说 当 a 
六 是 共 加 直 线 时 ，eos8 = 0 84 一 


亏 ， 因 此 , 共 思 直线 是 互相 收 直 的 . 

设 平面 上 任 一 点 P,P 了 点 关于 绝对 形 一 的 役 线 为 ?, 过 卫 任 作 
二 直线 交 了 于 9, 户 则 PQ 与 2 为 共 略 直线 ; 同样 P 与 六 也 是 共 
忽 直 线 , 所 以 和 PRQ 与 人 PQR 都 等 于 了 这 时 人 PQR 有 两 个 内 


图 382 


角 等 于 瑟 , 所 以 三 角形 过 内 佣 之 和 大 于 .这 正 是 黎 氏 几何 与 欧 氏 


几何 和 罗氏 几何 最 重要 的 区 别 ， 在 黎 氏 儿 何 中 过 一 点 不 存在 直线 
与 已 知 直线 平行 , 三 角形 三 内 角 之 和 可 能 大 于 zz， 

黎 氏 几何 学 是 德国 人 歼 量 (B. Riemann，1826 一 1866) 创 
立 的 . 

罗氏 几何 与 黎 氏 几何 合 称 非 欧 几 何 学 , 

习 题 

41、 证 明 商 条 平行 线 所 成 的 交角 幸子 9 ，， 

2， 证 明 : 

(13) diA, B}=~—ad(B, A), dtd, A)=0 

《2) 如果 4 B.C 是 同一 直线 上 前 三 点 , 则 

dtA, BY +atB, 0) =a(tA, 0) 
3， 在 实 绝对 形 * 内 , 试 证 和 定点 卫 成 等 距 的 点 的 轨迹 是 一 条 一 次 栈 线 . 
4， 在 黎 氏 几何 模型 内 , 试 作 一 个 三 角形 ， 它 的 三 内 角 全 等 于 去 ， 
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附录 一 般 体 ( 域 ) 上 的 射影 几何 简介 
1 预备 知识 


在 本 附录 中 我 们 将 简单 地 介绍 一 般 体 或 霹 上 的 射影 几何 与 仿 
射 秘 何 ， 在 本 节 里 ， 首 先 对 所 需要 的 向 量 空间 的 概念 作 扼 要 的 说 
明 , 读者 想 作 更 详细 了 解 可 以 铺 考 任何 一 本 “高 等 代数 "或 “线性 代 
数 " 教 材 . 


1.1 群 
给 定 一 个 集合 如 果 在 这 集合 中 可 引进 运算 0” GxG->0， 
即 对 于 Ya, bEG, 《4,5) 一 > aob 并 且 满 足以 下 四 条 性质 : 
(i) 封 亲 性 ， 即 对 于 Ya, 8EG, 有 cpET， 
《ii) 结合 性 : 期 对 于 Ya, 6, cEG, 有 
(achb}oc—~acthoc) aobop 
(Ci) 看 在 单位 元 素 eeG, 好 对 于 YaEG, 有 
08—eod=a 
《iv 存在 赣 元 素 , 即 对 于 YaeG, 存在 元 素 #7 'SG 使 得 
{on |=0 loge2 
则 称 集 合 妇 关于 运算 。 是 一 个 群 ， 如 果 这 个 群 的 运算 更 满足 : 
CY) 交换 律 : 即 对 于 Ya, bEG, 
gob—bor 
则 这 个 群 称 为 交换 群 或 Abel 群 . 
实例 (1) 整数 集 各 引进 加 法 运算 后 , 构成 一 全 入 bel 群 , 单 
位 元 素 是 0， 


20 = 


《2) 下 有理 数 集 @' 引 进 策 灶 以 后 构成 一 个 Abel 群 , 鞋 位 元 
素 是 1, 


LI.2 体 
给 出 一 个 集合 下， 和 如果 在 这 个 集 人 台中 可 以 引进 两 种 和 运算“ 十” 
和 “x”, 分 别称 为 加 法 和 坪 法 ，F 对 于 加 法 是 Abel 群 ; 设 加 法 群 F 
的 单位 元 素 是 0,F* = 二 FF 一 {0} 对 于 彝 蓄 是 一 般 群 ; 并 且 加 法 和 乘法 
运算 是 相 容 的 , 即 满足 分 配 律 对 于 Ya, 6,cEF, 有 等 不 
(at+h)xe=axcbxe 
exthi+e)=axbtaxe 
出 五 称 为 一 个 体 ， 如 果 体 下 对 于 运算 ”< “也 是 Abel 群 ， 则 巨 称 为 
一 个 域 . 
体 五 中 乘法 的 单位 元 素 记 成 工 
实例 (1) 右 埋 数 集 9, 实数 集 五 和 复数 集 避 部 是 域 ， 
(2》 四 元 数 集 豆 是 体 ， 


1.3 向 量 空间 


《1) 回 量 空间 的 定 闵 
给 出 一 个 体 丈 和 另外 一 个 集 下， 如 果 对 于 这 两 个 集合 能 引进 
与 的 冬 法 运算 FxVF; 对 于 YzEF,aEV, (7, 9) F_ > xa, 和 六 
中 的 加 法 运算 YFxV>T: 对 于 Ya 68EV， 《GD > G 十 下 如 果 这 两 
种 运算 满足 以 下 性 质 : 
(DF 对 于 加 法 构成 一 和 bel 群 . 
《ii 忆 与 了 的 乘法 运算 讲 足 结合 律 , 即 对 于 Vx, yEF，aEV， 
有 
Czy) a= z(ya) | . 
Qiii) 设 1 是 乘法 群 * 的 单位 元 素 ， 则 对 于 - yesp 有 
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la=a 

(tiv) 这 两 种 运算 是 相 容 的 , 即 满足 分 配 律 : 对 于 Vx, yEF, 9, 

EV 有 
到 二 用) 一 站 十 
{zy aro ye 

则 六 称 为 体 下 上 的 向 量 空间 ,VY 的 元 素 称 为 向 量 , 中 中 的 元 素 称 为 
数 , 运算 请 xV=>V 称 为 数 怀 ,运算 VxF->F 称 为 向 量 的 加 法 . 下 
的 作为 加 潜 群 的 单位 元 素 称 为 零 向 量 , 记 成 Or 或 0. 

实例 全 人 有 序 * 数 组 的 集 { (41 ga) qiEF}， 如 果 引 进 
数 生 和 加 法 如 下 

RCT, tes, Ta) = ka, Raia, *, kas), FEF, 

《人 Ga， Gn) Cb bay bn) = Cat hi, ost Bay, Ont Bn) 
则 构成 一 向 量 空 间 , 记 戌 五" 

{2) 向 景 于 空间 

上河 量 空间 下 的 子 集 姑 ， 如果 它 本 身 对 于 下 中 的 数 乘 和 加 
法 运算 也 是 一 向 量 空 间 , 则 称 为 六 的 向 星子 空间 ， 

实例 下 中 一 组 向 量 el aa … 4 称 为 线性 无 关 的 ， 如 果 对 于 
一 组 数 Yi 7 镶 功 

ET es EE 下 一 一 {$=1,2, +, KE) 
给 出 下 中 一 组 线性 无 美的 癌 量 go oa i, 则 集合 

MM=ibEVIB=7T 8 Trt wa TEF} 

是 了 上 的 一 向 量 空 间 ， 称 为 FF 中 由 向 晤 组 ta 0，…; 4s} 所 张 成 的 
向 量子 室 袜 , 记 艇 [el go *…, qz 了 

容易 证 明 , 如 果 括 和 订 分 别 是 下 的 向 量子 空间 则 它们 之 交 
民 介 NY 也 是 六 的 向 量子 空间 ， 

如 时 用 和 名 是 六 的 向 量子 空 阐 , 包含 它们 的 最 小 的 向 量子 空 
间 称 为 到 和 六 的 和 , 记 成 型 上 +， 特 中 地， 如 果 媒人 和 们 入 =0， 则 
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采 十 N 称 为 对 入 的 直 和 , 记 成 对 四 NWN， 一 般 地 , 包含 向 量子 空 
间 亚 ; 人 =1 2 …: 有 的 最 小 向 量子 室 间 岂 做 它们 的 和 , 记 成 型 ,十 
地 十 呈 十 MH,， 或 十 CM (i 二 1,2, ,局 )。， 如 果 更 及, 门 ;=0 
全 隆 力 , 则 称 寻 | 十 着 2 二 十 如 为 直 和 , 记 成 形 | 四 和 中 生字 
或 DMNCE=1, 2, ,EF). 

容易 证 明 , 如 果 咯 开 由 型 :四 四 用 :， 则 ”可 以 唯一 地 分 解 
场 虽 = 十 ;十 十 5 其 中 ERMCi 二 1,2, "让 ), 

3》 向 和 量 空 间 的 菇 底 和 维 数 

设 字 是 五 上 的 向 量 空 间 ， 如 果 罕 在 中 一 组 线性 无 关 的 向 量 
1，G4 ,G4 使 得 六 =[a, 02,…, 44]， 则 这 组 向 量 fa, qz, …*, da》 
称 为 了 的 一 组 基底 或 简称 基 . 2 称 为 下 的 维 数 ， 记 成 ?一 看 mF.F 
的 基底 不 是 唯 -~ 的 , 但 是 维 数 是 唯一 的 . 

实例 FF" 有 一 组 标 维 基底 {e!，es,"…， es}, 其 中 e;== C0, …0， 
1 ,0, £70, 0) (i=1,2, m,n) 

(4) 向量 空间 的 线性 映射 

给 出 体 了 上 的 向 量 襟 季 玉 和 六 ， 如 果 给 出 一 个 鼎 射 产 亚 一 7 

使 得 
flatb)=f(a) +fB), Ya, be 
fra)=zf (a), YrERF, aEV 

则 了 称 为 向 晤 空间 了 到 广 中 的 线性 映射 向 量 aEF 称 为 向 量 
了 tq)EV' 的 诛 钥 ,向量 了 (0) 称 为 向 量 4 的 象 ， 

7 中 的 子 集 kery 一 {acF3: ta) 二 0r'} 称 为 了 的 楼 ,容易 证 明 ， 
Kerf 是 的 一 向 量子 空间 . 

从 下 到 内 的 全 体 线 性 映射 的 集 {fV 王 FP 和 记 成 L(V ,TV')， 
容易 证 明 它 本 身 也 构成 一 向 量 空间 . 

如 果 线 性 映射 f; 下 一 是 到 上 的 而 且 是 一 一 的 ， 则 了 称 为 
则 构 , 在 在 癌 构 映射 六 Y=>V' 的 向 量 空间 称 为 彼此 同 构 的 ， 特 别 
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地 , 辐 构 f: 一 7 称 为 自 同 构 ， 

实例 (1) 给 出 % 维 向 量 空间 六 的 一 组 胡 底 {03, 6s, ,94}， 
WF 中 和 枉 一 向 量 2 可 以 唯一 地 表示 成 

: 世 一 这 | 到] ats "十 革 

贴 基底 4et ea ae 确定 了 癌 量 空间 天 到 玉 " 上 的 一 一 对 应 关系 
ET 一 《Zn ER" 容易 证 明 这 种 对 应 是 在 上 的 , 并且 是 
一 个 线性 瞎 射 ,因此 古 一 个 加 构 ， 上 出 此 推出 , 维 数 相间 的 向 量 突 闻 
彼此 网 构 , 因为 它们 都 网 构 于 FF”. 

考 三 六 的 自 同 构 了 : FF->V, 设 它 把 向 量 

Li Pe sk 二 二 人 : 

晓 成 向 量 2 =zigi 十 X30 二 十 Zndn， 再 设 f 把 基底 {a 
22 84} 爱 成 问 量 组 Lai az ex》 并且 


oi = Doana; (i= 1,2,.., 2) 
了 二 1 


因此 有 
区 一 大雪 二 Sra Dz 
i =1 i=1 
= 3 Ts 
[| 
所 以 


Pie Qi 一 > EFL 
十 是 我 们 得 到 自 间 构 了 ->F 的 坐标 表 返 式 
El = Sar; {二 1,2, ,2) 


这 说 组 自 则 构 天 一 FF 与 (x xX8)- 短 阵 5a; 站 一 一 对 应 , 可 以 证 遇 : 
工 (PP) 同 构 于 全 伟 (2x 3- 开 阵 所 构成 的 疝 量 空间 . 

《2) 考虑 线性 映射 产 『 一 六 ， 没 乒 由 的 基底 是 (ai ，9s, 
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or 天 中 的 是 底 是 4ai qf …, qn}， 和 再 设 了 把 中 的 向 量 
VR FR dn 
映 成 V' 中 的 向 时 
FBP) = 人 全 Ths 
并 昌 把 FP 中 的 基底 ial，az，…，anj} 贞 成 六 中 的 向 基 组 tf (e212 
gs)"; fn))， 如果 


了 H . 
fa) = Dae Ci=1,2, ,0) 
了 = 
则 ff VV 的 党 标 表 达 式 是 
=: 全 ，Gzi 全 2) 
1=1 


因此 线性 映射 六 下 -> 一 一 对 应 于 (wx)- 外 阵 ta;7， 可 以 
证 明 ; 上 (PF，F') 问 构 和 工 全 体 (mx#)- 钴 阵 所 构成 的 向 量 空 间 . 


8 2 一 盘 体 ( 域 ) 上 的 射影 几何 
2.1 射影 几何 与 射影 空间 


(1) 定 半 

设 放 ”是 体 五 上 的 (n+ DD 维 向 量 空间 。 考 虚 V”"! 中 爹 体 1 
维 ,2 维 、-….n 维 子 空 间 以 及 V"' 所 构成 的 集合 它 称 为 六 上 的 及 
维 射 影 攻 何 ， 记 成 POP”) 或 PCF)，Y”*! 中 的 1 维 子 空间 称 为 
PD 区 (点 ",2 维 子 空间 称 为 线 ",，……,( 光 十 了 ) 维 子 空间 称 为 生 维 


平面 ”和 ' 维 子 空间 称 为 * 超 平面 ", VY” ' 本身 称 为 站 维 射影 
间 , 记 成 P"， 因 此 PCV*") 叉 可 以 看 成 P" 中 点，“ 线 ”pe ， “大 
维 平面 …… ; 和 超 平 面 的 集合 , 同时 由 射影 几何 PC 7 所 确定 


的 射影 空间 P" 是 射影 几 合 PCV*') 的 所 有 “点 "的 集合 . 
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实例 设 了 = 型 是 通常 的 三 维 欧 氏 空间 ， 其 中 建立 了 笛 卡 几 
直角 缘 标 系 , 空间 中 任 一 点 了 对 应 举 标 (xz, y,z)， 我 们 把 下 看 成 射 
影 平面 P?{ 即 二 维 射 影 空间 )， 过 原点 的 直线 蚌 射影 平面 上 的 点 ， 
过 原点 的 平面 是 射影 平面 上 的 线 ，P* 上 全 体 点 和 线 的 集合 称 为 
二 维 射 影 几 何 。 沽 虑 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 8， 过 原点 的 直线 
与 妨 交 于 两 点 , 把 这 两 点 等 同 起 来 就 得 到 射影 平面 上 的 点 , 因此 一 
个 射影 平面 P: 就 是 把 单位 球面 如 的 对 径 点 ( 即 直 径 的 两 端点 ) 粘 
合 起 来 所 构成 的 图 形 . 

《2) 射影 几何 中 的 结合 关系 

设 V"*’ 是 体 下 上 的 (x 一 1) 维 向量 空间 , 设 人 和 全 分 别 是 "1 
的 十 1 维和 ?+1 维 向 量子 室 间 ， 则 恒生 分 别 是 射影 几何 
PT 中 的 天 维 和 维 平面 . 

如 果 SCT， 则 我 们 说， 维 平 面 人 S$ 属 于 i 维 平 面 T. 显然 
PV* 中 中 所 有 的 点 、 线 ,平面 都 属于 % 维 射影 空间 P"=V** 

子 空间 3 十 下 称 为 有 维 平 面 3 与 了 维 平面 了 的 联合 ; 子 空间 
SNT 称 为 态 与 全 的 交 . 如 果 3mnz=0， 这 时 六 十 了 称 为 与 了 
的 直 和 , 记 成 S 中 了 . 

不 难 证 明 PF) 中 的 结合 命题 : 

例如 对 于 二 维 射 影 几 何 PCF ), 有 : 

(i 两 不 同 点 的 联合 是 一 直线 ， 

《ii) 两 不 同 线 的 交 是 一 点 ， 

对 于 三 维 射 影 几 人 条 PT 所 有 

(i) 两 不 同 点 的 联合 是 一 直线 ， 

《ii 两 不 同 平面 的 党 是 一 直线 ， 

(iii》 两 不 同 的 并 县 由 交 直 线 的 联合 是 一 平面 ， 

《iv) 两 不 同 的 共 面 直线 的 交 是 一 点 ， 

(WD 一 点 与 不 道 过 此 点 的 直线 的 联合 是 一 平面 ， 
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(Yi) 一 平面 与 不 在 此 平面 .上 的 直线 的 交 是 一 一 点 ， 

定义 ”一 射影 元 何 王 到 另 一 射影 几何 产 上 的 一 一 对 应 (点 对 
应 后 、 线 对 应 线 等 徘 )z 称 为 一 同 构 如 果 它 满足 条 件 : 

MCNS> TMICAtN), YHM,NEP 

如 果 存 在 这 样 的 同 构 , 则 称 卫 和 P' 是 同 构 的 ， 

定理 】 和 如果 同 一 体 上 两 射影 几何 P(V)}) 和 PP(V') 是 同 维 数 
的 ; 则 它们 必 辐 板 . 

证 明 向 量 空间 FF 和 F' 的 维 数 相同 ， 所 以 存在 同 稳产 『 一 
V', 风 对 于 下 的 任 一 子 空间 型 , 一 一 对 应 于 一 > (IH) 是 PL(V) 到 
P(V') 上 的 同 构 . 

(3) 齐 次 问 景 

设 g 是 V"' 中 一 向 量 ， 则 一 维 子 空间 [Taj] 是 P(V"*D) 中 一 
点 ,但 是 对 于 YzxEF，[xaj]==[el]， 所 以 对 于 PAF" 的 一 个 点 4 一 
[9] 来 说 , 向 量 4a 的 选择 不 是 唯一 的 , 它 可 以 差 一 个 数 因子 xEF. 因 
此 我 们 把 PY") 中 一 个 点 4=Ta] 中 的 代表 向 量 称 为 齐 次 向 量 . 

引 理 1 皆 出 POP) 中 王 个 共 
线 点 P=[28]J, 8=[gj 和 有 R=[rJ， 
则 总 存在 两 数 z, gE€F 使 得 

P=x9t+ yr 

证 明 把 PP 分解 在 直线 [Y- 和 

[r] 上 ， 


P=Pp+P, 
于 是 P, 二 29, Pr 一 ¥r. 图 2-1 
推论 ” 设 三 点 P= 二 [9j, 久 = [的 ,用 = [7r] 共 线 ， 则 存在 三 数 / 
ms, 3 站 使 得 


{p+ my iro 
下 面 我 们 利用 齐 次 癌 其 摄 念 来 正明 射影 几何 中 是个 著名 
时 站 硬 六 和 


定理 . 
定理 2(Desargues 定理 ) 庶 芋 点 形 4BC 和 4'B'C' 的 兰 对 
应 边 丙 两 相 诡 即 存 在 
L=BOMNBP'C, WM=CANC'A, N=ABNMA'B’ 
则 这 琴 三 舶 形 对 应 顶点 的 连 线 44',8B' 和 CC' 共 点 的 充 慨 条件 是 
证 明 必要 性 : 设 44', BB',， CC' 交 于 一 点 了 P， 根 据 引 理 1， 
我 们 可 以 选择 齐 次 癌 景 使 得 4> [ez 4 -Ea ],8=[5j,8’ 二 [5']， 
C=tc], C=Ee],P=[2] 并 HB oe =pi+ea, pb'=p+8,c'=?p+ 06, 
所 以 
P=a~—a.-) ~b=0—e 
售 [b—c=b 0c,m-. oa-0 a ,nag—b-:a —b,L= 
5 一 0c, 意味 着 是 [站 与 8= [8], C=[c] 丈 线 ,1 二 一 e'， 党 味 着 [由 
及 与 B=[5 ,C0C' 二 fe 1 基线 , 记 以 [2 站 =80NB'C'= 工 . 
| 同 理 , [mw =-CANG' A MH, [rj= ABNA'B'=N， 易 知 i+ 
这 十 3 二 0 所 以 工 . 开 ,六 二 点 芷 线 . 
充分 性 : 设 达到. 六 汪 虚 共 线 , 选 齐 次 向 量 使 得 
4 一 [a]. B=18.,0=Ec] 
根据 引 理 1, 存在 数 太 , 2 ?ay 22, xs gsER 使 得 
i=y.b tse 
m= Ya [£20 
加 二 于 中 9 声 
由 于 工 , 里 、N 在线 , 则 
itmtn=(ta ti)et (yt yo it (sta)c=0 
但 是 4、.B,0C 三 点 不 基线 , 所 以 天 次 向 量 4,5,¢c 线性 无 关 , 关 此 
za 二 Ya 一 3 二 四 一 十 Za 一 自 
于 是 我 们 可 以 调整 齐 次 向 量 4 5 e 使 得 
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一 m=c—0,n=a—b 
同 理 
一 站 一 一 一 一 


六 此 存在 齐 次 向 量 


下 一 站 一 人 一 太一 不 一 0 一 如 
则 点 P= [区 就 是 对 应 过 44', BB' 和 PC 的 公共 点 . 
定理 3(Pappas 定理 ) ”考虑 域 王 上 的 射影 几何 ， 设 4， 品 
和 了 48 分 别 是 两 基 而 直线 上 的 点 , 令 
L—B'ONBC', M0 ANMNCA', N=ABNAB 
则 二 于 ,六 三 点 臣 线 . 
证 明 根据 结合 命题 ， 该 类 而 直线 ABC 与 4B'CO' 交 于 了 , 选 
齐 次 向 量 使 得 . 
2 业 二 二 [有 一 [PC=Le] 
= [ei,P tp"] 
恨 据 1 1 章 坎 问 量 可 以 选择 使 得 
b=pta,6 =pta" 
闪 计 , 我 们 还 可 以 找到 数 zx, yEF 使 得 
C=pi ra,0' 一 中 十 名 加 


命 了 十 a 十 a 则 
二 0 十 生 
所 以 51] 是 直线 4'B 与 4B' 的 公共 点 , 即 N. 
周至 , 命 加 .2 二 x24 二 ya", 则 [= 五, 国 为 

Tyn— my br 1)e’ 

yrR— mrt)0 ty—1)e 
由 于 下 是 一 域 ,zy 一 yz, 因此 [如 是 BC" 与 BC 的 公共 点 , 即 , 因 
为 


t= rym 


“0280 4 


所 以 工 , 于 ,六 共 线 . 

附 记 : 在 位 六 上 的 射影 几何 里 , Pappus 定理 成 六 的 充 计 条 件 
是 也 是 一 个 域 , 因此 对 于 一 般 体 天 上 的 射影 几何 米 说 ，Pappus 定 
理 只 能 作为 公理 ， 

(4) 调和 点 列 

定理 4 给 出 直线 上 两 点 4, 和 另 一 点 G, 任 娶 两 点 局 六 使 
每 G, 0,D 共 线 , 设 

E=ADNBO, F= ACNBD, HBH=EFNADB 

则 不 管 0, DP 如 何 选择 , 点 如 是 唯一 确定 的 ， 

证 明 选 齐 次 向 量 使 得 

A=[a], B=[6], = [9g] 
因为 4, B, G 共 线 , 所 以 在 在 x,yEF 使 得 
esk dm 


再 选 齐 次 向 量 , 使 得 
oO=[Ece],D=[di 
因为 C,D, G 共 线 , 所 以 适当 选择 后 , 存在 数 ss 使 得 
可 一 六 十 ZXC = wa gO 


命 e 一 扫 十 zc 一 旦 一 2 
f=rat2c=2—yb 

旭 [ses1=BOCN AD=E, Lf]=ACNBD=F 

再 命 h=e—f=:—zq+ gb 

则 [B= EFNAB=H 


注意 点 如 的 齐 次 向 量 是 大 = 一 38 十 扔 ， 它 与 口 DD 的 选择 无 关 , 定 
理 证 毕 . 

定义 ” 称 定理 4 里 吾 为 点 他 对 于 4,.83 的 册 和 分 离 点 , (4BGH) 
称 为 调和 点 列 . 


* 270 0 


2 2 射影 变换 与 射影 坐标 
(1) 射影 变换 
设 玉 和 下 都 是 域 了 上 的 向 量 空间 , 考虑 线性 映射 
f: VV 
它 把 FF 的 任 一 子 空 闻 型 映射 到 六 的 一 子 空间 玉民)， 轩 此 ,了 给 
出 射影 才 何 PCF) 到 POF 中 的 一 个 映射 , 记 成 PCf) 
定 炎 ”如 果 了 VF->V" 是 同 构 ， 则 映射 PC); PCF) 一 PCF ) 
称 为 射影 变换 . 
定理 5 两 疗 构 了, 9 下 一 7” 确定 问 一 射影 变换 P(f)= Ptg) 
的 充 要 条 件 是 存在 数 zS 下 使 得 y==zf. 
证 明 ”充分 性 ”如果 存在 zEF 使 得 9= zj， 则 对 于 下 的 任 一 
子 空间 型 有 
yM)=2f (HM) =f( NH) 
所 以 P(A = Pr9). | 
必要 性 ; 设 P( 站 ==Pl9), 如 果 dimF = 二 1 则 玉 ==[aj， 
g(20) =x to) 
往 意 dimF "=1 所 以 (a) 和 g() 具 差 一 数 因 子 ， 即 存在 za&F 使 
得 g(a) 一 xqf(4), 于 是 
gra) =z) = af (a) =—zasf (a) = zaf (ra) 
所 以 zx# 二 zo 即 24 不 随 # 而 变 , 24 一 3, 寺 是 #9 一 zf 了. 
如 果 出 mV 尘 2, 设 a,5 是 中 任 一 对 线性 无 关 的 向 量 , 则 f(a》 
与 世纪 在 下 中 也 线性 无 关 。 注意 
gato) = nf tatd), gn)=2of (a) 
gb) =z, ft8) 
因为 
y(tat+b)=99) +g(0), fatB)=f(a) +f) 
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所 以 go 一 名 一 名 
也 就 是 对 于 下 中 任 一 对 阅 量 m 0 xzo 一 z， 这 说 明 zs 不随 a 而 变 ， 
5o 一 2 则 9 一 = 

附 记 ; 同 构 天 了 -> 天 的 坐标 表达 式 是 


如 十 了 


T= Dr i=1, ,8+1) 
3=1 . 


其 中 (zi，…，2 和 (zi 1) 分 别 是 原 向 量 和 其 象 向 量 的 
坐标 ， 

根据 上 述 定理 , 射影 变换 PCfF)， PCF)->P(V') 的 坐标 表达 式 
是 


t+1 


zx = Da C=, nl) 
了 二 


其 中 (gf ，… Xr) 和 (FI， 25r 人 分 别 是 原 象 点 和 象 点 的 齐 次 
坐标 . 

(2) 直射 变换 

对 于 下 的 自 辐 构 f ->V 来 说 , PC 有 ，P(V)->P{TF) 称 为 射 
影 几 何 PCF) 的 直射 变换 , 如 果 直 射 变换 保持 PL) 中 一 个 超 平 面 
上 上 每 一 点 不 变 , 则 称 为 由 心 直 射 . 

定理 8 非 恒 局 变换 的 中 心 直 射 ， 除 了 不 变 超 平 面 吉 中 的 点 
外 ,有 一 个 且 只 有 一 个 不 动 点 所 可 能 在 五 上 ), 它 称 为 直射 中 心 . 

证 明 设 直 射 变 措 x 一 P(f), 了 是 自 同 构 PF>V, 它 在 右上 的 
伍 同 映射 , 令 c 县 下 中 不 属于 五 的 向 量 ， 旭 和 YvSV 可 以 表示 成 xc 
十 站 其 中 x, 下 如 , 和 但 起 

fxcth)=rfte) tT Fh) =rI(c) 二 

PB fixetH tre b= 2 ftce}—e) 
如 果 fc)=e, 则 了 在 整个 下 上 是 全 癌 , 与 假设 永 符 ; 如 果 fte) 关 
ci; 命 2 一 J0) 一 5， 则 启 Lze : 丰 ] 与 它 约 但 Lf (re 十 站 的 联 线 必 通 
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过 点 [a], 所 以 4.=[a] 咏 查 射 < 的 中 心 . 

如 果 4 和 8 是 两 个 中 心 ， 则 对 于 不 在 直线 4B 上 任 一 点 P， 
xP 一 PP, 设 0 是 4B. 上 一 点 , ? 是 过 C 的 任 一 条 直线 , 则 1 上 每 一 点 
除了 C 以 外 都 在 直射 变换 5 作用 下 保持 不 动 , 因此 如 也 不 动 , 于 是 
x 是 便 问 变换 , 与 假设 不 符 . . 

最 后 , 如 果 4 是 工 的 中 心 , 则 每 一 条 过 4 的 直线 在 + 作 用 下 不 
变 , 所 以 4 是 的 不 动 点 ， 

定理 7 射影 几何 PCY) 的 任何 放射 变换 是 有 限 个 中 心 直 射 
的 乘积 . 

先 证 明 下 列 引 理 : 

引 理 2 设 并 是 玉 的 一 个 子 空间 ， 向 量 p2 和 4 都 不 属于 型， 
则 存在 一 个 中 心 直 射 ， 它 使 败 上 每 一 点 都 不 动 ， 并 且 使 Ep] 变 成 
Lgl. ， 
证 明 如 果 形 + [站 = 型 上 [e， 束 于 的 一 组 基 {m,*…, 49;】， 
把 这 组 基 加 芋 卫 扩充 成 也 的 一 组 基 {al, ,ar 2 py， 因 为 
型 二 [下 一 和 二 [8， 所 以 1 er 23 也 是 下 的 一 组 基 ， 
于 是 存在 叭 一 自 同 构 fi ->F 使 得 

fa =- ai = 7), fbI) bd =1, "8) 

fp) = 
财 了 于 德 六 中 的 子 室 间 [o，…， or， Di， …, 8 保持 不 动 ， 即 (及 合 
P(F) 的 超 平面 [er，…; ar 5 …， Do] 保持 不 动 , 所 以 已 及 是 中 心 直 
射 , 它 把 [89] 变 戌 [qi, PC) 就 是 所 求 的 中 心 直 射 . 

如 果 形 十 [的 关于 十 [ 拉 , 则 把 耻 的 基 {e ye 加 上 2 和 3? 
扩充 成 六 的 一 组 基 {aiy …ar p; 9 五 下- 考虑 自问 构 产 了 -> 
7, 使 得 

fla =a i=, ,7), f(0;) =B7(j=1, ,8—1) 
fp) 0 fg9) =7 
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它 使 中 的 子 空间 Eas, …, mr，B 十 9 二， 二。 保持 不 变 ， 因 此 
P() 是 PUF) 的 中 心 直 射 , 它 把 [pj 变 成 了 [9]. 

定理 的 证 明 ” 设 P(f) 是 给 出 的 直射 变换 P(V)->P(V) 对 应 
自 同 构 f; 了 ->F， 再 设 开 是 了 的 不 变 子 空间 (于 中 每 一 一 维 子 
空间 都 保持 不 动 ), 任 取 向 量 p.EF 但 不 属于 村 ， 合 =f(81), 根 
据 上 述 引 理 ， 存 在 中 心 直 射 x! = 了 P(f,) 使 得 它 逐 点 保持 如 不 动 并 
且 变 [81] 为 [g1], 因此 直射 变换 pCf17! 几 保持 于 四 [pi] 不 动 ,再 设 
向 量 ?2:SF, 但 是 92H 久 [91]， 则 又 可 找到 中 心 直 射 :二 P(f2) 使 
得 PCfz1f" 让 保持 U 晤 [p11 名 [ps] 不 动 。 如 此 继续 作 下 去 ， 我 们 
得 到 一 系列 中 心 直 射 #1 一 PCf1)，xs 一 PCf2o)， ,zs 二 (fs) 使 得 
PCfi…f21 间 1 保持 型 四 -8 由 [本 四 … 候 [pe] =T 不 动 ,所 以 

P(tfi…fz1fi!' 有 == 恒 同 映射 
BE 
r=P() PU) PO) = ms 

其 中 zi(i =1,*…, 如 都 是 申 心 直 射 . 

《3) 射影 坐标 

设 Ti 是 域 下 上 的 .an 十 1) 维 向 量 空 间 ,. 选 定 了 一 组 基 {ao， 
a …, ee 以后, 就 确定 了 向 量 空间 的 同 构 

ro 
这 同 构 衫 定 了 射影 变换 
POF): 已 (F 站 一 王权 

我 们 把 有 序 点 组 {[eo], [a], …, [as]} 或 (14， 4 4,} 称 为 射影 
几何 PC(V”*!) 的 射影 坐标 系 的 参考 标 架 ， 

确定 了 参考 标 架 以 后 , 对 于 PC"*') 中 的 任 一 点 [a]， 如 果 我 
们 把 齐 次 向 量 = 表示 成 

= Tot TA Tn tn 

则 (so，z …，za) 是 Re 中 一 向 便 ， 它 确定 的 一 维 子 空间 [ {zo， 
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#1 ta 人 是 史 CBE) 中 一 点 ,因此 参 薄 标 架 (do 4 4 有 ;二 
[eIGi=0，…，R)， 建 立 了 了 PCV) 的 点 [和 与 PCF*') 中 的 点 
[人 z，xz，…，za)] 之 而 的 一 一 对 应 ， 我 们 把 (十 芒 有 序数 组 (zy 
2 za? 称 为 点 [g] 的 齐 放射 影 坐标 .因为 (>o，zo xm 是 一 齐 
次 向 量 , 因此 它们 可 以 差 一 比例 因子 . 

给 出 % 维 射影 几何 PC 和 的 参考 坐标 架 {14o，4，…， 4 
有 aij 0, ,1H)， 如 果 再 给 男 外 一 点 上 0， 并 规定 0U= Loot 
十 下 十 4sJ]， 风 点 组 {46，44;……，A4， 称 为 PC 的 标准 参半 
标 架 . 

实例 对 于 PCCP 和 人 六 说 ,标准 参考 款 架 是 

{Bo, Ee, B,, Ey 
其 中 Ei=[eil(i =0, ,NR), B=E(, 了) 
Bi: (0, 502, 0, 1, 0, eo, 0) 

定理 8 设 下 和 T 都 是 域 下 上 的 tr 十 1) 维 向 其 空 间 ，t{4i， 
有 ,分别 是 有 % 维 射影 几何 PV) 和 
P(V") 的 标准 内海 标 架 , 则 丛 在 唯一 射影 变换 P{ 四 使 得 

POA = A i=0, 0, 1), PCOOU = 

证 明 命 4;=[ail, 4 =Lat (5 二 0, 9，(《ao en 和 
{96 …, 4%} 分别 是 六 和 VV' 的 基 ， 存 在 瞧 一 线性 映射 了 : VV' 使 
得 fc 一 GE 一 0 9)， 同时 有 

Faot wT os) =aiT Ton 
了 确定 了 射影 变换 PC(f);，P(V)->P(V') 它 使 
PO CAD) = 4; , PO UY = 

这 就 是 所 求 的 射影 变换 ， 加 

再 证 明 : PP( 有 ) 是 唯一 的 ， 设 有 两 同 构 J]，9,V->*V 使 得 大 em) 
二 9087) 二 Yi ， 则 因为 PODV = ,所 以 

[faot tan) = Eg (oar ton)] 
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S03 ta) = T0001 "Ta 
即 xf0 二 二 zs 二 z, 所 以 
9 Co) sf Ca) (i =0, ,nn) 
或 二 2], 根据 定理 5, Ptf)=P(y). 


2.3 对偶 原 理 
(1) -对偶 空间 
设 F 是 域 上 的 向 量 空间 , 命 记 -工人 V, 玉 ), 容易 证 明 它 也 是 
请 下 的 向 量 空间 ， 称 为 下 的 对 侦 空 间 , 它 的 元 素 是 下 上 的 线性 国 数 
天 了 -> 五 。 
给 出 了 的 一 组 基 {ao ,qn}, 则 存在 7* 的 一 组 对 储 基 {aef 
ax}, 使 得 
， i 
ee) Sn bo i 
因此 dimV*= dimF 
引 理 3 存在 六 和 V** 之 闻 的 同 构 。 
证 明 定义 映射 VF 一 PF** 如 下 : 
任 给 eEV, 则 存在 瞧 -- e**EV** 使 得 
er*(tfy fle), VYfEV*. 
容易 证 明 这 机 射 是 线性 的 .此 外 , 由 于 
dimF*”* 一 dim 一 和 ImF 
所 以 这 一 线性 映射 是 同 构 ， 
根据 引 理 3, 通常 我 们 把 与 FF* 边 同 起 来 
定 闵 设 蜡 人 并 命 并" 是 V* 的 子 集 
四 一 人 FEPF fCM)=0} 
则 开 ” 称 为 条 人 本 加 映射 如 -> 了 HY? 称 为 零 化 嘱 射 。 容易 看 
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出 对 ? 是 F* 的 子 空间 ， 

定理 9 零 化 映射 ->H' 是 PF 的 子 空间 到 VY* 的 子 空间 上 
的 一 一 陕 射 , 并 三 有 下 列 性 质 ; 

0G) dim 开 "一 dimF 一 dim 形 

i) Hr= 

(iiiy HEN—> MON? 

Cv) CH NY = WIN MN 

(Y) CMNN) = HiTN? 

证 明 让) 命 igi, 6 是 形 的 一 组 基 , 把 它 扩充 成 下 的 一 组 
基 tai …， Gy any， 和 理 全 4 pp 05 是 和 < 中 的 对 偶 基 ， 
fs 如? 当 且 仅 当 0) 二 -… 二 了 (ar) 一 0， 如 果 了 = 十 十 0 
则 1 二 二 z= 二 90, 因此 

M"= Lart!, ---, a"] 

FB dimM'=a—r=dimy dimm 

Gi) dimao dimy*— dim M° =dimn 
两 向 量 空间 的 维 数 相同 是 司 构 的 , 所 以 于 = 区 

如 末节 ?= 和?， 则 殿中 二 六 但 是 型 一半 ,NN 二 入 ， 所 以 
形 二 交 , 这 说 明 堆 化 映射 形 一 到" 是 一 一 对 应 的 ， 

Gii) 设 共 Nu 则 FND)=0 因 为 开 CN， 所 以 FaD)= 吕 这 
说 明 臣 丽 "因此 NW’ 于 

CIw) 如 困 f( 开 一 六 7 则 了 ND)=0， 当 然 有 fCM}=0 
和 fCN)=0, 国 此 feM* 和 JEN", 即 jEM?NN'. 

CY) CHENY=H"NNT -HNN 
所 以 CMNN) CHFNDY" = MTN? 

(2) 对 侦 原 理 

定 允 ” 零 化 映射 型 一 到 "给 出 已 (一 PIT) 的 一 一 上 映射, 称 
为 对 展映 射 。 
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实例 设 F= 相 是 4 维 数 空间 , 则 V* 也 是 4 维 问 量 空间 . 下 
中 的 向 量 是 有 序数 组 e== (el aa as eeiEE 7 中 的 元 素 是 了 的 
线性 少数 疡 下 一 忆 设 Fe 一 zi 人 一 2.3, 4), 则 
fo} 一 本 1 axa dss 十 Oars 
三 维 射 影 几 和 何 PO 站) 中 的 点 44=[8j 是 4 二 《a 和， 如，04) 所 张 的 六 
中 的 一 维 子 室 间 ， 经 过 对 个 映射 它 对 应 三 维 射影 几何 PLF*) 中 的 
“ 面 ”, 这 是 V* 中 的 三 维 子 空间 
Ti 二 ora ata dr = 0 
.了 (站 中 的 " 线 "”， 设 它 是 六 中 两 线性 无 关 的 向 量 ，a =ta; ea aa 044) 
各 总 二 《54D bs 5 所 张 的 二 维 子 空间 [gs,， 98]， 经 过 对 侦 映射 ， 它 
对 应 (FF*) 中 的 * 线 ”) 它 是 PTF*) 中 的 两 个 “ 面 ” 
i ret dst Haars =O 
才 birit boxrst brs th r= 0 
的 交 线 ; P() 中 的 “ 面 ”, 设 它 是 FF 中 三 个 线性 无 关 向 量 
d= {61 G0) ts, 04) 
b= {bi, bs, bs, by 
中 一 《Ci Co Cs C4) 
所 张 的 三 维 子 空间 [a, 包 6j]， 经 过 对 侦 卫 射 ， 它 对 应 PAV") 中 的 
“点 ”， 它 是 PLF*) 中 三 个 “ 面 ” 
bp 
Bri dors br = 人 0 
和 CR Cara Cts Cr( = 
定 关 ”给 出 射影 几何 PCF) 的 一 个 几何 命题 (P)， 如 果 把 CP) 
中 (FV) 的 几何 起 寻 ， 即 YF 的 各 种 子 空间 ， 经 坟 对 蛋 映 射 变 成 
P(V*) 中 的 几何 元 素 , 即 F* 中 的 对 应 子 空间 , 把 (CP) 中 PCF) 的 结合 
美 系 忆 ;十 , 间 换 成 PC 中 的 结合 关系 马 , 门 , 上 ， 则 得 到 PCF+) 
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中 的 一 个 几何 命题 (P+), 这 个 命题 称 为 命题 (P) 的 对 惕 命题. 

成 定理 9 立即 推出 

定理 10( 对 偶 原 理 ) ”射影 几何 中 一 个 命题 cP) 如果 成 立 ， 则 
经 过 对 侦 映 射 后 ， 射 影 几 何 P(V*) 中 的 对 假 命题 (P+*) 也 一 定 
成 立 ， 


SS 一 般 体 ( 域 ) 上 前 信 射 几何 


3.1 仿 射 空间 与 仿 射 几何 

设 V 必 体 户 上 的 (sn 十 了 D 维 向 量 空间 , 命 于 是 FF 中 一 固定 的 2 
维 子 空间 , 则 人 一 并 称 为 % 维 仿 射 空间 . 

FP 中 所 有 不 属于 亚 的 子 空间 前 集合 称 为 4 维 仿 射 几何 , 记 成 
4(V). 不 属于 型 的 一 维 子 空间 称 为 4ACV) 的 “点 ”二 维 子 空间 称 
为 “ 线 ”，-… ， (站 寺 T) 维 子 空 间 称 为 洒 维 平 面 "”，2a 维 子 空间 称 为 
“ 超 平面 ”. 

显然 ,x 维 仿 射 几何 4(V) 是 5 维 射 影 几 何 PC(F) 的 子 集 . 如 果 
把 4( 了 添加 上 兰 以 及 虹 的 所 有 子 空间 ， 就 得 到 P(F)、 我 们 把 
型 称 为 4(F) 的 “无 穷 远 超 平面 > 在 ” 维 射影 几何 PIF7? 中 规定 
一 个 超 平面 型 是 无 穷 远 面 以 后 , 就 变 成 % 维 仿 射 几何 AC(V). 

现在 我 们 在 % 维 仿 射 志和 何 A4(V) 中 定 交 “平行 " 英 系 如 果 
4 人) 中 两 元素 咏 和 了 满足 时 丰 7 于, 册 我 们 培 元 素 S 和 全 是 平 
行 的 , 记 成 SA 

只 射影 几何 POY) 的 结合 关系 可 以 自然 地 诱导 出 仿 射 几何 
所 TF) 的 结合 关系 。 济 如 ; 

当 dimF =2, A(V) 中 有 下 列 结 合 关 系 : 

(i) 连结 两 点 有 一 条 直线 . 

(ii 商 不 平行 的 直线 相爱 于 一 点 ， 
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当 dimV ==3, 则 4A(V) 有 下 列 结合 关系 : 

(i) 连结 两 点 有 一 条 直线 ， 

tii) 两 不 平行 的 平面 交 于 一 直线 ， 

(iii) 过 两 条 相交 直线 有 一 平面 ， 

《iv 莫 硬 的 本 条 不 平行 的 查 线 交 于 一 点 ， 

tvV) 过 两 条 平行 直线 有 一 平面 

(vi) 过 一 条 直线 和 不 在 直线 上 的 点 有 一 平面 ， 

《viiy 一 平面 和 与 它 不 平行 的 直线 交 于 一 点 . 

此 让， 我们 还 有 仿 射 几何 中 的 Desargues 定理 和 Pappus 
定理 . 

命题 1( 优 射 Desargues 定理 ) ”如果 两 三 角形 的 三 对 对 应 饥 
-点 的 联 线 交 于 一 点 或 平行 , 则 对 应 边 相 交 或 平谷 , 三 对 对 应 边 都 相 
交 时 交点 在 一 直线 上 ， 

命题 2 { 仿 射 Pappus 定理 ) 设 点 4, B,C 和 4',B', C0' 分 别 在 
两 条 状 面 的 直线 上 [可 能 平行 ), 设 工 -BC BO 有 =C4 mm 4， 
=AB' 4'B, 则 工 , 形 ,六 三 点 基线， 


3.2 仿 射 坐标 


设 玉 是 域 了 上 的 (rn 十 1) 维 向 量 空 间 ， 对 于 射影 几何 PCV) 来 
说 ， 我 们 选 定 一 标准 参考 标 架 {14dn， 4,,…， 4 VU}， 使 得 4 和 型 ， 
4 有 用， 则 这 个 标 架 称 为 仿 射 几 何 4K7) 的 仿 射 参 葵 标 架 ， 

在 FF 中 到 一 组 大 fao, al …, 4a} 使 得 es esE 弄 ,并 村 

Fao = Ao, Cm] oA -re, Tord Arn Loo 二 Ta =U 
则 对 于 忆 (W) 中 任 一 成 号 二 [pi, 设 

Pp” rot edt | rndn 

出 (xo, fr 称 为 点 对 于 标 浴 全 考 标 架 (40，4;, 4 人 的 
齐 次 坐标 广 意 齐 次 缉 标 可 以 差 一 比例 因子 ， 即 《pzo，ARxzb 
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PIn) = {ro, Ei Te | . 

如 果 点 PE 型 , 则 已 是 仿 射 几何 407 中 的 点 , 由 于 PES， 所 
以 zo 拓 0, 因此 我 们 可 以 定妆 
和 Tn 


记 ) 一 一 一， wee Ed 
x 3 ™ x 


《5 ) 称 为 % 维 仿 射 几何 4(V) 中 点 卫 对 于 仿 射 参 演 标 架 {4 
41， 四 4u 妇 的 仿 射 坐标 ， 注意 齐 次 坐标 (zo， Fis ”3 zi) 可 以 差 一 
比例 亲子 , 但 是 仿 射 级 标 人， …, 主 ,) 都 是 唯一 确定 的 . 


3.3 优 射 变换 
的 自 同 构 六 站 ->F 的 坐标 天 达 式 是 
了 = Se; (z=0, 1, .zn) 
. 了 了 二 科 
其 中 ro, fF) 和 Cx6，T 和 分 别 是 了 的 原 象 向 最 与 象 向 
量 对 于 了 前 某 一 组 基 teo e …, es 的 吾 标 ,并且 detail 天 0. 


根据 定理 5, 自 同 构 f: 『->F 诱导 的 直射 变换 PCf); POV )-> 
P(7), 它 的 坐标 袁 达 式 是 


(C+) Pri = Past (t=0, 1, + ny 
j=0 


其 中 {zo 22) 和 (56, 2) 分 别 是 严 ( 六 的 原 象 点 和 象 点 
对 于 PC) 的 标准 参考 标 架 do, di da 的 齐 次 党 标 ， 并 且 


detlai;| 0, 
中 请) 的 一 个 直射 变换 。 如 果 和 保持 无 穷 远 赵 平 面 型 不 变 ， 则 
称 为 4( 站 的 仿 射 变换 ， 


取 六 的 一 组 基 {@o， Gl + Qn}, 司 得 to 证] , dM 则 超 
平面 如 的 方程 是 zo 一 0( 即 型 点 的 向 量 的 第 一 个 玲 标 za 为 站. 考 
碟 由 直射 变换 f; 『->7 所 诱导 的 仿 射 变换 4( 门 :40 一 4(PF)， 
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由 于 4( 亡 保持 弄 不 动 , 所 以 4(P 的 坐标 表达 式 (*) 应 是 
XU = ont (ao0 天 0 
站 ii = ,ntn a, [| 


共 中 detla,;! ED, 


于 是 得 到 仿 射 变换 4 六 的 囊 款 直达 式 : 
攻 = *) 天 B+ Spz, 【并 和) 
321 


其 中 
下 一 人 dei lsaderlas] 0 


goo” Goo 00 了 了 ” 


显然 仿 射 变换 4( 站 ) 是 有 逆 变 换 的 ， 
命题 3 。 如果 一 个 仿 射 变换 4(7)->4(F) 使 线性 无 美的 点 
组 {46, 41,…, 4 让 分 别 对 应 线性 无 关 的 点 组 L485, 4，…, 发 }， 则 这 
个 仿 射 变换 是 唯一 确定 的 . 
证 明 ” 先 设 点 4o 41,…, 如 的 仿 射 坐标 分 别 为 
CO, 0, +, 0) 
(C1, 0，… 0) 


{0, 10， 了 


则 点 45, 4 4 的 仿 射 坐标 就 是 C+*) 武 中 的 系数 
{Db,, 9 br) 
{hl. "ry bn 
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(Bim "ry brn) 

因此 给 定 的 仿 射 变换 的 练 标 表达 式 (**) 由 人 象 点 (A5，41,*…, 4 的 
仿 射 坐标 唯一 确定 ， 我 们 把 这 个 仿 射 变换 记 成 Y, 

如 果 4 41,…, 4 的 仿 射 似 标 不 是 (0 0,-…, 0)，{1, 0, ,0) 
和 (0,…… 0, 1)。 则 根据 以 上 分 析 存 在 叭 一 仿 射 变换 全 把 点 (0, …， 
0), C1,0,…, 人) 和 《0,…,0,1) 分 别 变 成 4 4 …, 4， 注意 号 是 
有 北 变 独 的 ， 因 此 给 定 的 仿 射 变换 就 是 了 5 "':， 其 中 51 有 把 点 组 
40 41 1} 变 成 (0, pu 0), (1, 0，…, 0), C0, …,0,1),. 于 硝 把 后 
省 变 成 {db, A1, As} 
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